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I.1 Recomandari privind specificul clasei a XII-a, la disciplina matematica, din perspectiva examenului
national de bacalaureat si in relatie cu profilul de formare al absolventului aprobat prin OME nr.
6731/2023

Materialul Repere metodologice pentru aplicarea curriculumului la clasa a XIl-a, in anul scolar 2024-
2025 este continuarea fireasca a documentelor Repere metodologice pentru aplicarea curriculumului la clasa
a IX-a, in anul scolar 2021-2022, Repere metodologice pentru aplicarea curriculumului la clasa a X-a, in anul
scolar 2022-2023 si Repere metodologice pentru aplicarea curriculumului la clasa a XI-a, in anul scolar 2023-
2024. Elevii din prima generatie care a studiat dupa noul curriculum national pentru Invatdmantul primar si
pentru cel gimnazial vor fi in clasa a Xll-a in anul scolar 2024-2025, astfel cd este necesara
continuarea/integrarea noii paradigme in toate etapele si la toate nivelurile de derulare a procesului didactic.
Acest material incheie un ciclu necesar, de patru ani, in care s-a urmarit armonizarea viziunii noilor programe
scolare la disciplina matematica pentru clasele de gimnaziu, a invatarii centrate pe elev si pe formarea de
competente, cu cea a programelor scolare in vigoare pentru invatamantul liceal.

Unele dintre aspectele privind cadrul general de derulare a procesului didactic la matematica, prezentate
in materialele mentionate, sunt de actualitate si pentru aplicarea curriculumului la clasa a XII-a, in anul scolar
2024-2025, ca urmare se regasesc succint si In prezentul material.

e Disciplina matematica vizeaza in primul rand competenta-cheie Competenta matematica §i competenta in
stiinte, tehnologie si inginerie (Recomandarea Consiliului din 22.05.2018 privind competentele-cheie
pentru invadtarea pe tot parcursul vietii, https:/eur-lex.europa.cu/legal-content/RO/TXT/PDF/?uri=
CELEX:32018H0604(01)&from=EN, ), dar si integrarea acesteia cu toate competentele-cheie si
conectarea demersurilor specifice disciplinei la descriptorii de nivel (pentru invatamant liceal) ai
atributelor prioritare care subliniaza aspecte atitudinal-comportamentale din cadrul competentelor-cheie
(Profilul de formare al absolventului, aprobat prin OME nr. 6731/2023).

e Competentele in domeniul matematicii sunt definite drept capacitatea de a dezvolta si de a folosi gandirea
si rationamentul matematic pentru a rezolva o serie de probleme in situatii de zi cu zi. Se pune accent atat
pe procese si activitati, cat si pe cunostinte. Competentele matematice implicd, la niveluri diferite,
capacitatea si disponibilitatea de a utiliza moduri matematice de gandire si de prezentare (formule, modele,
grafice, diagrame etc.).

e Principalele caracteristici ale cunostintelor, deprinderilor si atitudinilor esentiale care conduc la formarea
competentelor din domeniul matematicii sunt urmatoarele:

a) cunostintele necesare in domeniul matematicii includ cunostinte temeinice privind numerele,
masurile si structurile, operatiile si reprezentdrile matematice de bazid, o buna intelegere a
termenilor si a conceptelor matematice, precum si o sensibilizare fatd de intrebdrile la care
matematica poate oferi raspunsuri;

b) deprinderile elevilor se refera la:

- aplicarea principiilor si proceselor matematice de baza in contexte de zi cu zi (de
exemplu, deprinderi financiare);

- urmadrirea si evaluarea unor insiruiri de argumente logice;

- utilizarea rationamentului matematic;

- intelegerea utilizarii dovezilor matematice;

- comunicarea in limbaj matematic;

- utilizarea instrumentelor ajutdtoare corespunzitoare, inclusiv a datelor statistice, a
graficelor etc.;

- intelegerea aspectelor matematice ale digitalizarii;

¢) o atitudine pozitiva In matematicd se bazeaza pe respectarea adevarului si pe dorinta de a cauta
rationamente si de a verifica valabilitatea acestora (sursa: Recomandarea Consiliului din
22.05.2018 privind competentele-cheie pentru invitarea pe tot parcursul vietii).

Pentru anul scolar 2024-2025, procesul de predare-invatare-evaluare pentru clasa a XII-a se raporteaza la:

e programele scolare in vigoare pentru disciplina matematici (M1 — M5), Anexa 2 la OMEC nr.
5959/22.12.2006


https://eur-lex.europa.eu/legal-content/RO/TXT/PDF/?uri=%20CELEX:32018H0604(01)&from=EN
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/RO/TXT/PDF/?uri=%20CELEX:32018H0604(01)&from=EN
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e planurile-cadru in vigoare, aprobate prin OMECI nr. 3410, 3411, 3412 din 16.03.2009 si OMECTS
5347/07.09.2011
e structura anului scolar 2024-2025, aprobata prin OME nr. 3694/01.02.2024.

Disciplina matematica pentru clasa a XII-a continua studiul matematicii din clasele a [X-a — a XI-a, in
functie de specificul filierei, profilurilor si specializarilor.

Programa disciplinei matematica pentru clasa a XII-a este structuratd in cinci categorii, evidentiate in
tabelul urmator, in functie de numarul si tipul orelor alocate acestei discipline prin planurile-cadru. Programele
de matematica, M1 - M5, pentru clasa a XII-a, vizeaza diferite competente generale, in functie de filiera, profil,
specializare, subsumand competente specifice care se integreaza si contribuie la formarea culturii de
specialitate in domeniul specializarii si, in acelasi timp, la profilul absolventului de liceu. In acest sens, se
recomanda ca accentul invatarii matematicii sa fie pus pe construirea experientelor de invatare pentru elevi, pe
furnizarea situatiilor-problema care stimuleaza rationamentele cognitive si pe interpretarea rezultatului obtinut
in urma rezolvarii de probleme in directii corelate cu specificul fiecérei programe.

Programa
Nr. ore/sdptamand Filiera Profilul Specializarea scolard in
vigoare
pedagogic toate specializarile M4
sportiv toate specializarile
1 ord/saptamdna . . toate specializarile, cu
. vocationald . L
(1 ora TC) . exceptia specializarilor
teologic T, U M5
Teologie ortodoxa si
Patrimoniu cultural
teoreticd umanist stiinte sociale M5
2 ore/saptimdnd artistic Arhz{ectura, qrte . M3
. . ambientale si design
(2 ore CD) vocationald - - : *
ordine si securitate stiinte sociale M
publicd (MAI) e
3 ore/saptamdnd . . C e
toate profiluril toat 1alizaril M2
(3 ore TC ) tehnologica | toate profilurile oate spec e
3 ore/saptamdnd . . .
. teoretica real stiinte ale naturii M2
(2 ore TC + 1 ora CD) T
4 ore/saptamdnd . Do .
teoretica real matematicd-informatica MI
(2 ore TC + 2 ore CD)
4 ore/saptamdnd . . - Do .
militar (MApN matematica-informatica MI
(2 ore TC + 2 ore CD) vocationala (MApN) ematic 0 c

In procesul de predare-invitare-evaluare a matematicii la clasele de la filiera teoreticd, profilul real
(specializarile matematica-informatica si stiinte ale naturii) si filiera vocationala, profilul militar (specializarea
matematica-informaticd), se vor avea in vedere:

e dezvoltarea gandirii matematice riguroase si structurate din punct de vedere stiintific, care si permita
modelarea si investigarea unor fenomene sau situatii—problema de la alte discipline;

e cvidentierea rolului matematicii in demersurile de analizare calitativd si de optimizare a diferitelor
strategii de investigare si de rezolvare a problemelor, specifice matematicii, in vederea utilizérii lor
eficiente si creative in diferite contexte;

e integrarea matematicii elementare in sisteme si modele cu grad ridicat de generalitate, sisteme aflate
intr-o permanentd evolutie si interactiune cu celelalte discipline si cu lumea inconjuratoare;

e cvidentierea legaturilor interdisciplinare ale conceptelor matematice studiate cu viata de zi cu zi si cu
alte discipline in scopul dezvoltarii competentei de integrare a cunostintelor matematice cu alte
domenii stiintifice;

e corelarea demersurilor didactice cu descriptorii pentru nivel liceal privind competentele-cheie si cu
atributele prioritare ale profilului absolventului de liceu, prevazute in documentul Profilul de formare
al absolventului.

4
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Profilul de formare al absolventului, aprobat prin OME nr. 6731/2023, este un instrument de lucru pentru
profesori, care pot sa isi regleze cu ajutorul lui demersurile pentru proiectarea unor activitati de predare-
invatare-evaluare eficiente, pentru crearea sau utilizarea unor resurse de invatare adecvate si utilizarea acestora
in contexte diferite, astfel incat sa faciliteze dezvoltarea competentelor-cheie ale elevilor, menite sa contribuie
nu doar la achizitii solide de invatare a unor continuturi, ci si la crearea si consolidarea unor abilitati ale
acestora (gandire critica, capacitate de analiza, creativitate, capacitate de negociere, rezilientd), care sé 1i ajute
s devina cetateni valorosi din toate punctele de vedere.

In invatamantul liceal, profilul de formare al absolventului are gradul cel mai mare de complexitate si
contine componente de profesionalizare specifice filierelor existente (teoretica, tehnologica si vocationald).
Conform cu Profilul de formare al absolventului, competenta specifica prioritard in studiul matematicii este
chiar competenta matematica si competenta in stiinte, tehnologie si inginerie, ai carei descriptori de nivel sunt
urmatorii:

3. COMPETENTA MATEMATICA SI COMPETENTA IN STIINTE, TEHNOLOGIE SI
INGINERIE

3.1. Utilizeaza si se raporteaza critic la moduri de gandire si forme de prezentare specifice matematicii
(de exemplu, formule, modele, constructe, grafice etc.), inclusiv In relatie cu intrebari relevante pentru
viata reald si pentru diferite contexte profesionale.
3.2. Construieste demersul de rezolvare a problemelor pe care le identificad intr-o varietate de contexte,
inclusiv profesionale, prin aplicarea principiilor si proceselor matematice.
3.3. Evalueaza constant validitatea unor rationamente matematice aplicate in contexte diverse, inclusiv
profesionale.
3.4. Aplica gandirea stiintifica prin cercetarea unor situatii/probleme specifice stiintelor naturii si prin
raportarea propriilor ipoteze la rezultatele experimentale validate. Evalueazd, proiecteaza si
imbunatateste in mod independent diferite metode de investigatie. Evalueaza adecvat explicatiile
alternative pe baza datelor si explica diferite surse de incertitudine.
3.5. Fundamenteaza concluzii sau decizii, utilizand date stiintifice si instrumente tehnologice. Evalueaza
validitatea si fiabilitatea afirmatiilor facute in surse secundare, cu referire la opinii stiintifice, la calitatea
metodologiei si la dovezile citate. Se raporteaza critic la tehnologiile digitale, pentru a Tmbunatati
calitatea datelor obtinute.

Atributele prioritare ale profilului absolventului — comunicativ, creativ, reflexiv, colaborativ, prospectiv,
autonom, rezilient, responsabil, etic — achizitionate/dezvoltate de elevi pe intregul lor parcurs scolar din
invatamantul preuniversitar, in conformitate cu descriptorii de nivel pentru fiecare etapa de scolaritate, sunt
pilonii dezvoltarii lor personale si profesionale ulterioare si, implicit, ai reusitei la examenele de sfarsit de ciclu
scolar.

Atribute Descriptori de nivel pentru inviatiméantul liceal
prioritare
Comunicativ - Comunicd constructiv si asertiv in forme variate (verbal, in scris, prin canale si

instrumente digitale), in diferite contexte scolare, extragcolare si profesionale, cu
respectarea regulilor si conventiilor de comunicare.

- Urmareste sa 1si imbogateasca limbajul. Utilizeaza adecvat termenii de specialitate
din diferite domenii, inclusiv limbajul profesional.

- Isi asuma responsabilitatea pentru ceea ce comunici, este receptiv la feedback-ul
celorlalti si isi adapteaza modul de comunicare la interlocutor si la situatie.

- Acorda atentie aspectelor de comunicare nonverbala (gesturi, mimica, privire, pozitie
a corpului) si paraverbale (accent, debit, intonatie etc.) in comunicarea proprie $i a
celorlalti.

- Este preocupat de lectura constanta pe diverse teme de interes scolar, profesional,
personal.

Creativ - Pentru a invita, exploreaza diferite surse de informare si utilizeaza diferite medii,
inclusiv cele bazate pe tehnologia digitala.

- Dezvolta produse, proiecte in forme variate si originale, inclusiv continut digital
complex.
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Adapteaza achizitiile din contextele precedente pentru analizarea unor situatii noi,
pentru rezolvarea de probleme in moduri inovative.

Poate sa abordeze original si neconventional rezolvarea unei situatii din domeniul
profesional, cu caracter practic, aplicativ. Contribuie creativ la proiecte in care sunt
integrate elemente de tehnologie.

In lucrul in echipa contribuie cu idei noi, originale, ca produs al propriilor experiente
de invatare si de viata.

Reflexiv

Este preocupat de propria dezvoltare fizica, cognitiva, emotionald, sociald si
spirituald, ca expresie a unei imagini de sine pozitive.

Constientizeaza importanta invatarii continue pentru dezvoltarea personala si pentru
pregétirea sa profesionala.

Isi exprima opiniile in contexte variate, argumentat.

Evalueaza constant sursele de informatie si validitatea lor in diferite contexte
(inclusiv in mediul digital), ia in considerare idei din mai multe perspective, isi
revizuieste Intelegerea pe bazd de informatii si dovezi.

Poate sa 1si autoevalueze efortul personal si rezultatele invatarii In contexte gcolare
si de pregéatire profesionald, 1si stabileste prioritati si strategii de dezvoltare pentru
viitor.

Colaborativ

Participa si initiazd activitdti si proiecte de grup, pe teme de interes scolar,
profesional, personal.

Foloseste modalitati variate de colaborare, inclusiv In grupuri si comunitéti online.
Isi asuma roluri si responsabilititi diverse in activitati comune cu altii, recunoaste
punctele forte si valoarea membrilor grupului si a lucrului in comun.

Comunica eficient cu membrii grupului, manifestand deschidere pentru feedback si
sugestii, pentru integrarea contributiilor tuturor membrilor.

Este preocupat sa ia decizii corecte, echitabile si echilibrate pentru sine si pentru

grup.

Prospectiv

Formuleaza optiuni cu privire la viitorul sdu in plan personal, scolar, profesional; se
consulta cu cei din jur cu privire la aceste optiuni.

Identifica diverse aspecte (de mediu, sociale, economice, culturale) ce influenteaza
modul in care poate ardta viitorul la nivel individual, comunitar si social in ansamblu;
analizeazi relatiile dintre aceste aspecte. Isi asumi un rol activ in a aduce o
contributie pozitiva la nivelul comunitatii in care tréieste si la nivelul societatii in
general.

Utilizeaza diverse idei, modele si teorii pentru a investiga fenomene, procese, pentru
a construi diverse tipuri de scenarii de viitor (posibil, probabil, dezirabil, pozitiv sau
negativ).

Se poate adapta la schimbari, 1si poate redefini optiunile pentru cariera. Identifica
abilitatile personale care ii faciliteaza tranzitia cétre diferite domenii tehnologice,
pentru dezvoltarea propriilor proiecte si afaceri.

Se informeaza despre noutdtile din tehnologie si impactul lor asupra viitorului
personal, social, profesional. Anticipeaza potentialele amenintari si se preocupa de
viitorul sigurantei online.

Autonom

Isi asuma independent diferite sarcini si activitati, acasa si la scoald. Investeste timp
si efort pentru interesele si pasiunile sale.

Este autonom si organizat in programul zilnic de invatare, isi stabileste obiective la
nivel personal, scolar/academic, profesional. Este capabil si ia decizii fundamentate
in contexte profesionale.

Aplica rutine si strategii care 1l ajutd sa 1si organizeze si eficientizeze Invatarea.
Apeleaza si valorifica sprijinul altor persoane si isi planifica resurse de timp si efort
pentru atingerea obiectivelor personale de invatare si dezvoltare.

Este constient de realizarile personale si este capabil de autoevaluare si autoapreciere
obiective.

Isi asuma responsabilitatea pentru invitarea si dezvoltarea sa digitala. Navigheaza pe
internet in mod autonom, fiind constient de responsabilitati si riscuri specifice.
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Rezilient

Are incredere in capacitatea sa de a gestiona situatii diverse si de a lua decizii si
solicitd sprijinul adultilor si al colegilor, la nevoie.

Se concentreaza asupra obiectivelor pe care si le-a propus in plan personal, scolar,
profesional si nu abandoneaza demersul atunci cand intdmpind dificultati. Cauta
modalitati constructive de rezolvare a problemelor, trateaza sarcinile asumate ca pe
niste provocari ce il ajutd sa isi descopere potentialul si s isi dezvolte abilitatile de
viatd si profesionale.

Isi asuma atat experientele pozitive, cat si pe cele negative si cauta sa le valorifice
constructiv si echilibrat. Foloseste tehnici de autoreglare si autocontrol in situatii
dificile/stresante, pentru protejarea si Ingrijirea sanatatii sale mintale.

Are capacitatea de a se adapta unui mediu profesional, intelegdnd necesitatea
schimbdrilor in cariera si/sau a evolutiei profesionale.

Infrunta provocarile digitale cu determinare, ciutand constant si invete si si se
adapteze la schimbdrile rapide ale tehnologiei.

Responsabil

Intelege conceptele de solidaritate, echitate si justitie sociala. Este atent la emotiile,
comportamentele, problemele celor din jur.

Se implicad in asigurarea sanatatii si starii de bine proprii si a celorlalti. Exprima
comportamente adecvate in cadrul relatiilor cu ceilalti, inclusiv preventive si bazate
pe consimtdmant, pentru o viata sdnatoasa.

Participa la activitati si proiecte care promoveazd intelegerea interculturala,
participarea civica, cunoasterea si aplicarea drepturilor si responsabilitatilor ce
deriva din calitatea de cetdtean al Romaéniei si cetdtean european.

Este interesat de problemele sistemice de mediu (de exemplu, degradarea
biodiversitatii, schimbdrile climatice, epuizarea resurselor naturale). Este constient
de impactul acestora asupra tinerilor si de rolul pe care ei 1l pot avea in directionarea
societdtii pe traiectorii mai sustenabile.

Initiaza si se implicd, la nivelul scolii si In comunitate, in proiecte de dezvoltare
durabild (de exemplu, spatiile urbane verzi, practicile de mediu, incurajarea
producitorilor locali, valorizarea biodiversitatii zonei).

In mediul de pregitire profesionala, respectd normele de sanitate si securitate in
muncd, de prevenire si stingere a incendiilor, de prevenire si reducere a impactului
negativ al activitatii profesionale asupra mediului.

Practicd un comportament digital/online responsabil, fiind constient de impactul
personal asupra comunitatii online.

Etic

Isi stabileste principii si formuleazi reguli de comportament in acord cu valorile
personale, intelegind importanta dimensiunii etice si morale in viata.

Este deschis in a dezbate situatii, cazuri si probleme, raportandu-se la dimensiunea
etica a diferitelor contexte din viata de zi cu zi. Identifica, discuta si se implica in
rezolvarea cazurilor de injustitie sociald, in scoala si in comunitate.

Poate sa identifice valori care stau in spatele unor atitudini sau comportamente din
societate, la nivel local, regional, national sau international. Este preocupat sa
inteleagd consecintele etice ale dezvoltarii stiintei si tehnologiei asupra oamenilor si
mediului.

Apreciazd produse si valori estetice si artistice, respectd identitatea, valorile si
practicile comunitatilor culturale cu care interactioneaza.

Manifesta integritate morala si respecta standardele si regulamentele, inclusiv din
domeniul profesional. Actioneazd in baza principiilor si regulilor, in situatii care
aduc atingere acestora.

Respecta drepturile de autor si alte norme etice specifice mediului online si le
promoveaza in comunitatea online.

In acest context, ne propunem s exploram principalele céi care 1i pot ajuta pe profesorii de matematica

sd asigure o pregatire cat mai buna a elevilor de la clasa, la matematica.

e Este obligatorie identificarea si clarificarea competentelor si cunostintelor esentiale pe care elevii trebuie
sd le dobandeasca in domeniul matematicii. Se impune o analizare detaliatd a competentelor specifice din
programa scolard, care pot fi impartite in categorii/niveluri precum competente de identificare /
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SIASINLENNIYB| Premise pentru aplicarea curriculumului la clasa a XII-a 1n anul scolar 2024-2025

recunoastere a unor aspecte practic-aplicative asociate notiunilor din matematica si de lecturare a unor
grafice, diagrame si tabele de date, competente de utilizare a algoritmilor specifici diferitelor domenii
matematice (aritmetica, algebra, geometrie, analizd matematica, probabilitati si statistica), de rezolvare a
unor probleme 1n context matematic si de modelare a unor situatii practice utilizdnd notiuni si proprietati
matematice, competente de analizare criticd si de eficientizare a strategiilor de abordare a situatiilor-
problema, precum si competente de comunicare pentru optimizarea solutiondrii de probleme.

e  Planificarea calendaristica a continutului programei, pentru fiecare an scolar, este esentiald pentru o
pregatire eficientd a elevilor la matematicd. Este important si ca structurarea proiectarii didactice, prin
metode si strategii didactice adecvate, sd ofere un cadru solid (timp suficient alocat, diversitatea
experientelor de invitare pentru formarea competentelor de baza) pentru a le asigura elevilor o buna
pregatire, astfel incat ei sa faca fata si provocarilor specifice examenului de bacalaureat.

o Selectarea si aplicarea atenta a strategiilor planificate, in functie de profilul si specificul fiecarei clase,
sunt etape esentiale pentru sprijinirea dezvoltarii competentelor elevilor si pentru o intelegere profunda a
conceptelor matematice. Profesorii pot adopta diverse strategii, cum ar fi demonstratii interactive,
instruire diferentiatd, Invétare bazatd pe problematizare, colaborare si discutie, precum si utilizarea
tehnologiilor moderne si a internetului. Aceste metode si strategii pot contribui semnificativ la implicarea
activa a elevilor 1n procesul de invatare si la dezvoltarea abilitatilor lor matematice Intr-un mod eficient
si captivant. Utilizarea tehnologiilor in predarea, invatarea si evaluarea la matematicd poate aduce
beneficii semnificative, oferindu-le elevilor oportunitati extinse pentru practica si explorare independenta,
prin integrarea unor software-uri matematice interactive, a unor aplicatii pentru telefon, pentru tableta
si/sau calculator. De asemenea, trebuie avute n vedere si simulari si/sau modele virtuale, precum si
activitati din cadrul unor comunitati online de invatare.

e FElevii trebuie incurajati si abordeze probleme matematice complexe si sd caute solutii creative si
inovatoare. Ei trebuie invatati sa aiba curajul sd investigheze, prelucrand informatiile noi si corelandu-le
cu cele deja dobandite, sa aiba disponibilitatea de a cauta metode inedite de solutionare a problemelor,
analizand si aprofundand conexiuni diverse intre achizitiile lor de cunoastere recente si cele anterioare, sa
isi gadseasca si sa isi repare erorile dintr-un parcurs matematic logic si/sau instrumental. Aceasta strategie
a profesorului contribuie la dezvoltarea gandirii critice a elevilor, la Tmbunatatirea capacitatii lor de a
rezolva probleme dintre cele mai diverse, in contexte diferite, precum si la stimularea creativitatii lor
matematice. in acest scop, pot fi utilizate strategii precum proiectele matematice, discutarea comparativa,
la clasd, a unor metode alternative de rezolvare a problemelor, colaborarea si discutiile in grup,
experimentele, feedback-ul constructiv si incurajarea, precum si conexiunile interdisciplinare.

e Implementarea unui sistem de evaluare continud si formativd este esentiald pentru monitorizarea
progresului elevilor, pentru oferirea de feedback in timp real si pentru a imbunatiti Invatarea. Se
recomanda stabilirea unor obiective si criterii clare de evaluare, utilizarea unor activitati variate de
evaluare, oferirea feedback-ului regulat si constructiv.

e  Este foarte importantd adaptarea activitatilor de invatare la nevoile individuale ale elevilor. Identificarea
elevilor care intdmpind dificultdti Tn Intelegerea anumitor concepte sau 1in utilizarea unor
instrumente/algoritmi matematici si oferirea unui sprijin suplimentar, prin activitati de invatare
directionate catre competentele insuficient dezvoltate ale elevilor, reprezinta o prioritate a fiecarui
profesor si a intregului proces educational. Pentru aceasta, pot fi utilizate strategii precum evaluarea
individuald, adaptarea materialelor, instruirea diferentiata, oferirea de feedback constructiv pe etape mici
de invatare si/sau colaborarea cu parintii.

Prin abordarea detaliata si aplicarea consecventa a acestor recomandari in procesul de predare-invatare-
evaluare a matematicii in clasa a XlI-a, se poate crea un mediu propice pentru ca elevii sa beneficieze de o
pregatire completa si eficientd in vederea examenului de bacalaureat, examen care rdmane un pilon al
invatamantului preuniversitar si un pas important in evolutia fiecdrui elev catre viitorul sdu academic sau
profesional.



SECTIUNEA a II-a

Orientarea procesului educativ la disciplina matematica,
invatamant liceal, filiera teoreticd, profil real, specializarile
matematica-informatica $i stiinte ale naturii si filiera vocationala,
profilul militar, specializarea matematica-informatica

Material elaborat la nivelul Centrului National de Politici si Evaluare in Educatie si
in cadrul GLC 39 Matematica




SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

I1.1. Exemplu de planificare calendaristica pentru clasa a XII-a, la disciplina matematica, invatiméant liceal, filiera teoretica, profilul real, specializarea
matematicd-informaticd i filiera vocationald, profilul militar MApN, specializarea matematicd-informatici

Unitatea de invatamant: .....................

PLANIFICARE CALENDARISTICA ANUALA
ANUL SCOLAR 2024 — 2025*

Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica si filiera vocationala, profilul militar, specializarea
matematicd-informaticd)

4 ore/saptamana

5 Observatii/
Unitati de invatare Competente Continuturi Numar de Saptimina  p.corvalul
’ specifice ’ ore alocate A
de cursuri
CS vizate de
. programele Recapitulare - clasa a IX-a, clasa a X-a i clasa a XI-a
Recapitulare scolare pentru | Evaluare initiala 8 S1-8S2
clasele a IX-a, a | Activitati remediale si/sau de progres
X-asiaXl-a Intervalul
Lo ég *  Probleme care conduc la notiunea de integrala de c1;rsur1
Primitive 6 2 5 *  Primitivele unei functii. Integrala nedefinita a unei functii, proprietati 12 S3 -85
- ale integralei nedefinite: liniaritate. Primitive uzuale
Lege de compozitie 1.1 » Lege de comporzitie interna (operatie algebricd), tabla operatiei, parte 2 36 - 97
interna 2.1 stabild; proprietati
Vacanta (26.10.2024 - 3.11.2024)
3.1.1 *  Grup; exemple: grupuri numerice, grupuri de matrice, grupuri de
Grupuri 4.1 permutari, Z, 8 S8 -S89
5.1.1 »  Morfism, izomorfism de grupuri Intervalul
6.1.1 +  Subgrup de cursuri
. 4.1 2
Grup finit 5.1.1 *  Grup finit, tabla operatiei, ordinul unui element 4 S10
6.1.
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SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

Unititi de invitare Competente Continuturi Numar de Siptimana (l)btservaltli/
’ specifice ’ ore alocate niervaiul
de cursuri
1.2
29 e Diviziuni ale unui interval [a,b] , horma unei diviziuni, sistem de
Functii integrabile 3.2 puncte intermediare. Sume Riemann, interpretare geometrica. Definitia 6 S11
4.2 integrabilitatii unei functii pe un interval [a,b] S12 (2 ore)
65i22 * Formula Leibniz-Newton
.. * Proprietati ale integralei definite: liniaritate, monotonie, aditivitate in
Proprietati de 59 raport cu intervalul de int
. o . port cu intervalul de integrare S12 (2 ore)
integrabilitate ale 6.1.2 » Integrabilitatea functiilor continue 10 1 14
functiilor continue 6.2.2 * Teorema de medie, interpretare geometrica, teorema de existenta a S13-5
primitivelor unei functii continue
Vacanta (21.12.2024 - 07.01.2025)
::z:f;:lgedeﬂmta' 3.2 *  Metode de calcul al integralelor definite: integrarea prin parti, ] 315-5S16
. 52 integrarea prin schimbare de variabila
integrare
* Inel, exemple: inele numerice (Z, Q, R, C), Z,
. . 3.1.1 * Inele de matrice, inele de functii reale
Inele i corpuri 54i1 »  Corp, exemple: corpuri numerice (Q, R, C),Z p» p prim, corpuri de 8 S17-S18
6.1 matrice Intervalul
*  Morfisme de inele si de corpuri de cursuri
* Forma algebrica a unui polinom, functia polinomiala, operatii 3
Inele de polinoame 11 (adunarea, inmu};.i.rea, inmultirea cuun scglar) .
cu coeficienti intr- 2:1 * Teorema impér‘,url.l cu rest; impartirea polinoamelor, impartirea cu
un corp comutativ 321 X 4, schema lui Horner . . 12 S19 - 821
(Q, R, C ’Zp’ p 591 * Divizibilitatea pohnogmelor, teorema lui Bézout; c.m.m.d.c si
. 6.1 c.m.m.m.c al unor polinoame, descompunerea unor polinoame in
prim) - factori ireductibili
* Radacini ale polinoamelor, relatiile lui Viéte
Vacanta** (22.02.2025 — 02.03.2025)
Scoala altfe]*** S22 Intervalul
Rezolvarea unor 3.2.1 * Rezolvarea ecuatiilor algebrice avand coeficientiin Z, Q, R, C 6 S23 de cursuri
ecuatii algebrice 5.2.1 * Ecuatii binome, ecuatii reciproce, ecuatii bipatrate S24 (2 ore) 4

11



SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

* Observatii/
Unititi de invitare Comp.etente Continuturi g‘le“:lllz:)l;;tee Saptimina  [ncervalul
specifice .
de cursuri
6.2.1
eex b
'Integrala definita: 2.2 * Calculul integralelor de forma f Plx) dx, gradQ <4, prin metoda S24 (2 ore)
integrarea 32 Q( x) 4 $25 (2 ore)
functiilor rationale 4.2 o . ¢
’ ’ descompunerii in fractii simple
Aplicatii ale 3.2 * Ariaunei sup.rafe‘,ce plane - $25 (2 ore)
integralei definite 32 » Volumulunui corp de rotafie S s 6 S26
6.1.2 * Calculul unor limite de siruri folosind integrala definita
Clasa a IX-a si Clasa a X-a
Toate CS din *  Multimea numere reale; multimea numerelor complexe
programa »  Progresii aritmetice, progresii geometrice
. . examenului *  Functii si ecuatii: functia de gradul [; functia de gradul al II-lea; functia
Teme de sinteza 1 national de putere cu exponent natural, functia radical, functia exponentiala, functia 8 gg;
bacalaureat, logaritmica, functii trigonometrice directe si inverse
clasele e Metode de numarare; matematici financiare
alX-a-aX-a * Vectori in plan; elemente de trigonometrie; descrierea sintetica,
vectoriala sau analiticd a unor configuratii geometrice in plan
Vacanta (18.04.2025 — 27.04.2025)
Sdptamana verde*** S29
Clasa a XI-a si Clasa a XIl-a
* FElemente de algebra:
Toate CS din - matrice, determinanti, sisteme de ecuatii liniare
) 5 programa - grupuri, inele si corpuri, inele de polinoame cu coeficienti intr-un
Teme de sinteza 2 examenului corp comutativ 8 S30-S31
national de +  Elemente de analizd matematici: Intervalul
bacalaureat - limite de functii, functii continue, functii derivabile, studiul de cursuri
functiilor cu ajutorul derivatelor 5
- primitive, integrala definitd, aplicatii ale integralei definite
Teme de sinteza 3 Toate CS din
programa
examenului » Teste pregatitoare pentru bacalaureat 12 S32-S34
national de
bacalaureat

12




SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

NOTE: Se utilizeaza exprimarea ,,proprietate” sau ,,vegula”, pentru a sublinia faptul ca se face referire la un rezultat matematic utilizat in aplicatii, dar a carui
demonstratie este in afara programei.

*Planificarea calendaristica este realizata pentru anul scolar 2024 — 2025, care, pentru clasa a XIl-a, are 34 de saptamani de cursuri (OME nr. 3694/2024).
**Structura anului scolar 2024 - 2025 prevede o vacantd de o saptamdnd, in perioada 10 februarie — 2 martie 2025, la decizia inspectoratelor scolare judetene/al
municipiului Bucuresti. In exemplul de planificare prezentat, aceastd vacanta este stabilitd in perioada 22 februarie — 2 martie 2025.

*#% Programul national ,,Scoala altfel” si Programul ,,Saptamdna verde” se desfasoarad in perioada 9 septembrie 2024 — 30 mai 2025, in intervale de cdte 5 zile
consecutive lucratoare, a caror planificare se afld la decizia unitatii de invatamdnt. Derularea celor doud programe se planifica in interval de cursuri diferite, conform

OME nr. 3694/2024. In exemplul prezentat, Programul national ,,Scoala altfel” este planificat in saptamana S22 (Intervalul de cursuri 4) si Programul ,, Saptimdna
verde” este planificat in saptamana S29 (Intervalul de cursuri 5).

Competentele specifice (CS) din planificare sunt de forma n.m (sau n.l.m, n.2.m), unde n =1,_6 corespunde numerotarii competentelor generale din programa

scolara si m =1,2 corespunde continuturilor din programa scolara, astfel:

m =1, pentru Elemente de algebra
m =2, pentru Elemente de analiza matematica

13




SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

Planificarea este realizata pentru urmatoarea structura a anului scolar 2024-2025:

Interval de
cursuri

Perioada

Saptamanile de scoala

Intervalul 1

Intervalul 2

Intervalul 3

Intervalul 4

Intervalul 5

09.09.2024 - 25.10.2024

4 25.1 1 2 3 4 5 6 ’
(7 saptamani)

04.11.2024 - 20.12.2024 8 9 10 11 12 13 14
(7 saptamani)

08.01.2025 - 21.02.2025 15 16 17 18 19 20 21
(7 saptamani)

03.03.2025 - 17.04.2025 2 23 24 25 26 27 28
(7 saptamani)

28.04.2025 — 06.06.2025 29 30 31 32 33 34

(6 saptamani)
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SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

I1.2. Exemplu de planificare calendaristica pentru clasa a XII-a, la disciplina matematica, invatiméant liceal, filiera teoretica, profilul real, specializarea

stiinte ale naturii

Unitatea de invatamant: .....................

Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M2 (filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii)
3 ore/saptamana

PLANIFICARE CALENDARISTICA ANUALA
ANUL SCOLAR 2024 — 2025*

o < rvatii
Unitati de Competente . . Numar de SRS Observatii/
A P Continuturi Saptamana Intervalul
Invatare specifice ore alocate .
de cursuri
[se
[se precizeaza mentioneazad
numarul de exemplu,
: . criterial al [stabilite de | [se precizeaza |modificariin
[se mentioneaza . . . . . S
fitluri) teme) competentelor [din continuturile programei scolare) catre cadrul | saptamdna sau urma
specifice din didactic] saptamdnile) realizarii
programa activitatii
scolara) didactice la
clasa)
CS vizate de
programele | Recapitulare — clasa a IX-a, clasa a X-a, clasa a XI-a
Recapitulare scolare pentru | Evaluare initiala 6 S1-S2
clasele a IX-a, | Activitati remediale si/sau de progres
a X-asiaXl-a Intervalul
Lege de compozitie 1.1 c o - D de cursuri
interni 211 Lege de compozitie internd, tabla operatiei; proprietati 6 S3 -S54 1
*  Probleme care conduc la notiunea de integrala
o e 1.2 * Primitivele unei functii. Integrala nedefinitd a unei functii continue,
Primitive . L . . . ’ 9 S5-S7
2.2 proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite

e Primitive uzuale

Vacanta (26.10.2024 — 03.11.2024)
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SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

Unitati de Competente . . Numar de . e A SIS
A P Continuturi Saptamana Intervalul
Invatare specifice ore alocate .

de cursuri
2.1.1 _ _ _ ) _
221 Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri de matrice, grupuri de
Grupuri 3.1.1 permutari, Z 9 S8 —S10
4.1 Morfisme si izomorfisme de grupuri
5.1.1 Intervalul
Definirea integralei Riemann a unei functii continue prin formula de cursuri
Integrala 29 Leibniz — Newton 2
definita: metode ’ Proprietati ale integralei definite: liniaritate, monotonie, aditivitate in
3.2 " . 12 S11-S14
de calcul 49 raport cu intervalul de integrare
’ Metode de calcul ale integralelor definite: integrarea prin parti,
integrarea prin schimbarea de variabild
Vacanta (21.12.2024 — 07.01.2025)
Inele 211 Inel, exemple: inele numerice (Z, Q, R, C), Z,
si 2.2.1 Inele de matrice, inele de functii reale 6 S15-S16
corpuri 4.1 Corp, exemple: corpuri numerice (Z, Q, R, C), Z p P prim
Forma algebricd a unui polinom. Operatii cu polinoame (adunarea,
Inele de 951 inmultirea, inmultirea cu un scalar) Intervalul
polinoame cu 191 Teorema impartirii cu rest; impdrtirea polinoamelor, impdrtirea cu de cursuri
coeficienti intr-un 4 1 X —a, schema lui Horner 12 S17 -S20 3
corp comutativ 5 2 1 Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bezout, c.m.m.d.c. si
o c.m.m.m.c. al unor polinoame, descompunerea unui polinom in factori
ireductibili
Scoala altfel*** S21
Vacanta** (22.02.2025 — 02.03.2025)
Rédacini ale 3.2.1 Raédacini ale polinoamelor; relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad
. S22 — S24
polinoamelor, 5.2.1 cel mult 4 10 $25 (1 ord)
ecuatii algebrice 6.1.1 Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti in Z, Q, R, C ora
’ 621 g . . Intervalul
2. Ecuatii binome, ecuatii reciproce, ecuatii bipatrate .
) P( ) de c1:‘rsur1
X
Integ.r %la 2.2 Calculul integralelor de forma I dx, gradQ<4 prin metoda S25 (2 ore)
definita: 32 0(x) 4
. a S26 (2 ore)
integrarea 4.2

descompunerii in fractii simple
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SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

Unitati de Competente . . Numar de . e A OdsEREy
Ao eFas Continuturi ore alocate Saptamana Intervalul.
de cursuri
functiilor
rationale
Aplicatii ale 5.2 *  Aria unei suprafete plane 4 S26 (1 ora)
integralei definite 6.2 *  Volumul unui corp de rotatie S27
Saptiméina verde*** S28
Vacanta (18.04.2025 — 27.04.2025)
Clasa a IX-a si Clasa a X-a
*  Multimea numere reale; multimea numerelor complexe
Toate CS din | * Progresii aritmetice, progresii geometrice
programa *  Functii si ecuatii: functia de gradul [; functia de gradul al II-lea; functia
Teme de sinteza 1 examenului putere cu exponent natural, functia radical, functia exponentiald, functia 6 S29-S30
national de logaritmica, functii trigonometrice directe si inverse
bacalaureat ¢ Metode de numarare; matematici financiare
* Vectori In plan; elemente de trigonometrie; descrierea sintetica,
vectoriald sau analiticd a unor configuratii geometrice in plan
Clasa a XI-a si Clasa a X1l-a
*  Elemente de algebra: Intervalul
Toate CS din - matrice, determinanti, sisteme de ecuatii liniare de cursuri
programa - grupuri, inele si corpuri, inele de polinoame cu coeficienti intr-un S
Teme de sinteza 2 examenului corp comutativ 6 S31-32
national de * Elemente de analizd matematica:
bacalaureat - limite de functii, functii continue, functii derivabile, studiul
functiilor cu ajutorul derivatelor
- primitive, integrala definitd, aplicatii ale integralei definite
Toate CS din
programa
Teme de sintezd 3 | examenului | Subiecte structurate, tip bacalaureat 6 S33-S34
national de
bacalaureat

NOTA: Se utilizeaza exprimarea ,,proprietate” sau ,,vegula”, pentru a sublinia faptul ca se face referire la un rezultat matematic utilizat in aplicatii, dar a carui
demonstratie este in afara programei.
17



SIASINLONI VN RIEE! Orientarea procesului educativ la disciplina matematica

*Planificarea calendaristica este realizata pentru anul scolar 2024 — 2025, care, pentru clasa a XII-a, are 34 de saptamdni de cursuri (OME nr. 3694/2024).
**Structura anului scolar 2024 - 2025 prevede o vacanta de o sdaptamadnd, in perioada 10 februarie — 2 martie 2025, la decizia inspectoratelor scolare judetene/al
municipiului Bucuresti. In exemplul de planificare prezentat, aceastd vacanta este stabilitd in perioada 22 februarie — 2 martie 2025.

***Programul national ,,Scoala altfel” si Programul ,,Saptamdna verde” se desfasoara in perioada 9 septembrie 2024 — 30 mai 2025, in intervale de cate 5 zile
consecutive lucratoare, a caror planificare se afld la decizia unitatii de invatamdnt. Derularea celor doud programe se planifica in interval de cursuri diferite, conform
OME nr. 3694/2024. In exemplul prezentat, Programul national ,,Scoala altfel ” este planificat in sdptamdna S 21 (Intervalul de cursuri 3) si Programul ,, Saptamdna
verde” este planificat in saptamdna S 28 (Intervalul de cursuri 4).

Competentele specifice (CS) din planificare sunt de forma n.m (sau n.l.m, n.2.m), unde n =1,_6 corespunde numerotarii competentelor generale din programa

scolara si m =1,2 corespunde continuturilor din programa scolara, astfel:

m =1, pentru Elemente de algebra
m =2, pentru Elemente de analiza matematica

Planificarea este realizata pentru urmatoarea structura a anului scolar 2024-2025:

Interval . Saptamanile de
. Perioada -
cursuri scoala
Intervalul 1 09.09.2024 — 25.10.2024 1 5 3 4 5 6 7

(7 saptamani)

Intervalul 2 04'11'20%4 N 2011.2'2024 8 9 10 11 12 13 14
(7 saptamani)

Intervalul 3 08.01.2025 — 21.02.2025 15 16 17 18 19 20 21
(7 saptamani)

Intervalul 4 03'03'20%5 N 07[0.4 2025 22 23 24 25 26 27 28
(7 saptamani)

28.04.2025 — 06.06.2025

Intervalul 5 o e A 29 30 31 32 33 34
(6 saptamani)
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SECTIUNEA a III-a

Procesul de predare-invitare-evaluare. Recomandari s
exemplificari la disciplina matematica

Material elaborat la nivelul Centrului National de Politici si Evaluare in Educatie si
in cadrul GLC 39 Matematica




SIS BISINIEBUEE Procesul de predare — invatare — evaluare. Recomandari si exemplificari la disciplina matematica

II1.1 Test de evaluare initiala la matematica, clasa a XII-a, specializarea matematica-informatica
(4 ore/saptimana)

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematica-informatici) 4 ore/saptamana
Matematica

Test de evaluare initiala

e Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 40 de minute.
e Se acorda zece puncte din oficiu.
¢ Pentru fiecare item, dintre cele patru variante de raspuns doar o varianta este corecta.

Incercuiti litera corespunzitoare raspunsului corect.

Subiectul I (20 de puncte)

1 00 a+l 1 1
Pentru cerintele 1 - 4, se considerd matricele /3;={0 1 0|si X (a) = 1 a+2 1|,unde a este
0 01 1 11
numar real.
5p | 1. Determinantul matricei X (a) este egal cu:
A ad’-a B. > +a C.0 D. a® +1

Sp | 2. Multimea numerelor reale a , pentru care matricea X (a) nu este inversabila, este:

A. {0,-1} B. {0, 1} C. {-L1} D. R

Sp | 3. Numdrul real a pentru care X (2)+ X (a)=2X(5), este:

A. 3 B. 6 C.8 D. 12

SP | 4. Stiind ci X(-2)-B=I;si B= (bl-j )1<_ e elementul b, al matricei B este egal cu:
<i,j<

A -1 B. -1 c.l D. 1
2 2
Subiectul al II-lea (25 de puncte)
2p | 1. Derivata functiei f:R—>R, f(x)=5 este:
A. 0 B. 1 C. x D. 5x
2p | 2. Derivata functiei f:R—>R, f(x)=2x+1 este:
A. 0 B. 2 C.3 D. x
2p | 3. Derivata functiei f/:R—>R, f(x)=x" este:
A. 0 B. 2+x C. x D. 2x
2p | 4. Derivata functiei f:(0,40) >R, f(x)= Jx este:
A X B. c = D. =
2 2x Jx
2p | 5. Derivata functiei f:R—>R, f(x)=¢" este:
A. e* B. xe*! C. xe D. !
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2p | 6. Derivata functiei f: (0, +0) >R, f(x)=Inx este:

A. Inl B. x C. l D.
X

-

2p | 7. Derivata functiei /:R—> R, f(x)=sinx+cosx este:

A. —cosx +sinx B. cosx—sinx C. cosx—sinx D. —cosx—sinx

2p | 8. Derivata functiei f:R—>R, f (x) =arctgx este:

1 1
B. 2 2
C. 1 D
x2+1 x2+1 X© + . X +1

A.

4p | 9. Derivata functiei f:(0,40) >R, f(x)= 1 este:

x
1
A. 1 B.1 C.-— D. Inx
x X
Sp | 10. Derivata functiei /:R—>R, f(x)=(x+2)e " este:
A l-e* B. (x+3)e™” C.(—x-1)e™ D. 3¢

Subiectul al III-lea (45 de puncte)

4x>

Pentru cerintele 1 -9, se considerd functia f:R >R, f(x)=1{x-1 x e (-0.0]

, al carei grafic este
xInx, xe(0,+w)

reprezentat mai jos.

L,h
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Sp

Sp

1. Numarul f(-1) este egal cu:

A. =2 B: -1 C. — D. 0

2. Numarul punctelor de extrem ale functiei f este egal cu:

A. 0 B.1 C.2 D. 3

Sp

3. Numarul asimptotelor graficului functiei f este egal cu:

A. 0 B.1 C.2 D. 3

Sp

4. Multimea numerelor reale m , pentru care ecuatia f(x)=m are exact trei solutii, este:

A O B. (—LO) C. (—l,lj D. (0.1)

e e

Sp

5. Enuntul corect este:

A. Functia f este injectiva si este surjectiva.

B. Functia f este injectiva si nu este surjectiva.
C. Functia f nu este injectiva si este surjectiva.
D. Functia f* nu este nici injectiva, nici surjectiva.

Sp

6. Enuntul ,,Functia f* este derivabila in 0” este:

A. Adevarat
B. Fals

Sp

7. Pentru x € (—oo,O) , derivata functiei f este:

8x ' 4x(x—2) 4x(3x—2)
3 C f(x)=——=~ =
(x—l) ( ) (x—l) (x—l)

D. f'(x)

A. f'(x)=8x B. f'(x)=

Sp

8. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisd x =—1, situat pe graficul functiei f
este:

A. y=3x-1 B. y=2x+1 C. y=2x-1 D. y=3x+1

Sp

9. Se considera numerele a = glng , b= Zln% sic= J2Inv/2. Relatia corecta este:

A. a<c<b B. b<a<c C. c<a<b D. b<c<a
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Barem de corectare si de notare

Subiectul I
1 2 3 4
B A C B
Sp | Sp | Sp | Sp
Subiectul al II-lea
1 2 3 4 5 6 7 8 10
A B D B A C B A C
2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 4p | Sp
Subiectul al I1I-lea
1 2 3 4 5 6 7 8
A C B B C B C D
5p S5p S5p 5p 5p S5p 5p S5p S5p
Matricea de specificatii
Test de evaluare initiala — clasa a XII-a, matematica-informatica
Competente
evaluat IX XI XI XI IX X XI XI XI e
CS13 | CS3.1 | CS32 CS4.2 | CS53 | CS52 | CS52 |CS6.1|CS6.2 ota
Continuturi
IX Functii;
o L1 (5
lecturi grafice (5p) >p
X Functii si
T HL.5(5
ecuatii (5p) Sp
XI Matrice 1.2(5p)
10p
L.3(5p)
XI 1.4
L1(5
Determinanti (5p) (5p) 10p
XI I1.1(2p) 1.9
Derivabilitate 11.2(2p) (5p)
I1.3(2p)
11.4(2p)
IL.5(2 H1.3(5 1.2(5
(2p) (5p) 11L8(5p) (5p) 55p
I.6(2p) |IL.7(5p) II1.6(5p)
I1.7(2p)
IL.8(2p)
11.9(4p)
I1.10(5p)
XI
Repre?entarea 111.4(5p) 5p
graficd a
functiilor
Total S5p 15p 25p 10p 5p 5p 15p S5p S5p 90p
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Competente de evaluat asociate testului de evaluare initiala:

IX.CS 1.3 Identificarea valorilor unei functii folosind reprezentarea graficé a acesteia

XI.CS 3.1 Aplicarea algoritmilor de calcul in situatii practice

XI.CS 3.2 Aplicarea unor algoritmi specifici calculului diferential in rezolvarea unor probleme si modelarea
unor procese

XI.CS 4.2 Exprimarea cu ajutorul notiunilor de limita, continuitate, derivabilitate, monotonie, a unor
proprietati cantitative si calitative ale unei functii

XI.CS 5.2 Studierea unor functii din punct de vedere cantitativ si calitativ utilizand diverse procedee: majorari,
minordri pe un interval dat, proprietatile algebrice si de ordine ale multimii numerelor reale in studiul calitativ
local, utilizarea reprezentarii grafice a unei functii pentru verificarea unor rezultate si pentru identificarea unor
proprietati

XI.CS 6.1 Optimizarea rezolvarii unor probleme sau situatii-problema prin alegerea unor strategii si metode
adecvate (de tip algebric, vectorial, analitic, sintetic)

XI.CS 6.2 Explorarea unor proprietati cu caracter local si/sau global ale unor functii utilizand continuitatea,
derivabilitatea sau reprezentarea grafica

Testul de evaluare initiala pentru clasa a XII-a, specializarea matematica-informatica (4 ore), poate fi accesat
si online la adresa https://forms.gle/M1rm606EKaDCYJ689 .
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I11.2 Test de evaluare initiald la matematica, clasa a XII-a, specializarea stiinte ale naturii

(3 ore/siaptimana)

Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii) 3 ore/siptimana
Matematica

Test de evaluare initiala

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 40 de minute.
Se acorda zece puncte din oficiu.
Pentru fiecare item, dintre cele patru variante de raspuns, doar o varianta este corecta.

Incercuiti litera corespunzatoare raspunsului corect.

Subiectul I (20 de puncte)

. . ) 1 0 2 =3) . 1
Pentru cerintele 1 - 3, se considerd matricele 7, =( J, A= [4 j si B= [1 mlj ,unde m este

0 1 -6

numar real.
5p | 1. Determinantul matricei 4 este egal cu:

A. 24 B. 0 C.12 D. 24
5p | 2. Numarul real m pentru care 4-B=B-A este:

N B3 ¢4 b 4

4 4 3 3

5p | 3. Enuntul corect este:

A. A+1,=4 B. 4-1,=1, C.4-1,=4 D. 4-1,=-4
5p | 4. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2,1), B(0,3) si C(2,5). Aria triunghiului ABC

este egald cu:
A. 2 B. 4 C.6 D. 8

Subiectul al II-lea (25 de puncte)

2p | 1. Derivata functiei f:R >R, f(x) =5 este:

A. 0 B. 1 C.x D. 5x
2p | 2. Derivata functiei f:R >R, f(x) =X este:

A. 0 B. 1 C. x D. -1
2p | 3. Derivata functiei f:R—>R, f(x)=x> este:

A. 0 B. 2+x C. x D. 2x
2p | 4. Derivata functiei f:(0,40) >R, f(x)= Jx este:

A Vx B. — c.? D.

2 Jx N

2p | 5. Derivata functiei f:(0,40) >R, f(x)=Inx este:

A. Inl B. x C.

% |-
&

25




SIS RIS R Procesul de predare — invatare — evaluare. Recomandari si exemplificari la disciplina matematica

2p | 6. Derivata functiei /:R—> R, f(x)=e" este:
A. ¥ B. xe*! C. xe D. !
2p | 7. Derivata functiei /:R >R, f(x)=2" este:
A 2" B. x2*7! C. 2"In2 D. 2*!
2p | 8. Derivata functiei f:R >R, f(x) =sinx este:
A. sinx B. cosx C. —sinx D. —cosx
4p | 9. Derivata functiei /:(0,40) >R, f(x)= ! este:
x
1 1
A - B.1 C.— D. Inx
x x
Sp | 10. Derivata functiei f:R >R, f(x)=(x+2)e" este:
A 1+e" B. (x+3)ex C. (x+1)ex D. 2¢°
Subiectul al III-lea (45 de puncte)
_ X2 +2x-3

Pentru cerintele 1 — 7, se considerd functia f:R\{2} >R, f(x)

reprezentat mai jos:

X —

, al carei grafic este
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Sp

1. Numarul f (3) este egal cu:
A. 30 B. 12 C.9 D. 5

Sp

2. Numarul punctelor de extrem ale functiei f este egal cu:
A. 0 B. 1 C.2 D. 3

Sp

3. Numarul asimptotelor graficului functiei f este egal cu:

A. 0 B.1 C.2 D. 3

Sp

4. Pe intervalul [5,+00), functia f este:

A. periodica B. descrescatoare C. constanta D. crescatoare

Sp

5. Enuntul corect este:

A. Functia f* este injectiva si este surjectiva.
B. Functia f* este injectiva si nu este surjectiva.
C. Functia f nu este injectivd si este surjectiva.

D. Functia f nu este nici injectiva, nici surjectiva.

Sp

6. Derivata functiei f* este:

Sp

Sp

Sp

2 2
x“—4x-1 3x° -7 , 2x+2
A fi(x)=—Es £(x)= C. f'(x)= D. f'(x)=2x+2
( ) (x—2)2 ( ) (x_2)2 (X—2)2 ( )
7. Ecuatia tangentei la graficul functiei f/ in punctul de abscisa x =1, situat pe graficul functiei f
este:
A. y=—4x+4 B. y=—x C.y=1 D. y=0
. x+a, dacax<?2 ]
8. Numarul real a pentru care functia f:R >R, f (x) =1, este continua pe R
x° -1, dacax>?2
este:
A. 0 B. 1 C.2 D. 3
9. Se considerd functia f:(0,+0) >R, f(x) =3y? +l—1. O functie g:(0,40) >R pentru care
X
g'(x)=f(x), xe(0,+%0) este:
A | B. C. D.
g(x)=6x——2—x g(x)=x3lnx—x g(x)=x3+lnx—x g(x)=6x—\/;—x
X
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Barem de corectare si de notare

Subiectul I
1 2 3 4
B A C B
Sp | Sp | Sp | Sp
Subiectul al II-lea
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A B D D C A C B C B
2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 2p | 4p | Sp
Subiectul al III-lea
1 2 3 4 5 6 7 8 9
B C C D D A A B C
Sp_ | Sp | Sp | Sp | Sp [ Sp | Sp | Sp | Sp
Matricea de specificatii
Test de evaluare initiala — clasa a XII-a, stiinte ale naturii
Compet:::fu‘;i X XI XI XI X X XI xi | retal
. ) CS13 | CS3.1| CS32 CS42 | CS53 | CS52 | CS52 [ CSe6.1
Continuturi
IX Functii; lecturi 1L1(5p) 11L4(5p) 10p
grafice
X Functii si ecuatii 11.5(5p) Sp
XI Matrice 1.2(5p)
10p
L.3(5p)
XI Determinanti L.1(5p) L4(5p) | 10p
XI Functii continue I11.8(5p) Sp
XTI Functii derivabile 11.1(2p)
11.2(2p)
11.3(2p)
I1.4(2p)
I1.5(2p) |IL.6(5p)
meep) |uLoesp) [P 40p
11.7(2p)
I1.8(2p)
11.9(4p)
I1.10(5p)
ZI;ES:III functiilor 111.2(5p) 00
) I1.3(5p)
derivatelor
Total 5p 15p 25p 15p 10p 5p 10p 5p 90p

Competente de evaluat asociate testului de evaluare initiala:

IX.CS 1.3 Identificarea valorilor unei functii folosind reprezentarea grafica a acesteia

XI.CS 3.1 Aplicarea algoritmilor de calcul cu matrice 1n situatii practice

XI.CS 3.2 Aplicarea unor algoritmi specifici calculului diferential in rezolvarea unor probleme
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XI.CS 4.2 Exprimarea cu ajutorul notiunilor de limitd, continuitate, derivabilitate, monotonie, a unor
proprietati cantitative si calitative ale unei functii

IX.CS 5.3 Deducerea unor proprietati ale functiilor numerice prin lecturd grafica

X.CS 5.2 Interpretarea, pe baza lecturii grafice, a proprietatilor algebrice ale functiilor

XI.CS 5.2 Utilizarea reprezentarii grafice a unei functii pentru verificarea unor rezultate si pentru identificarea
unor proprietati

XI.CS 6.1 Optimizarea rezolvarii unor probleme sau situatii-problema prin alegerea unor strategii si metode
adecvate (de tip algebric, vectorial, analitic, sintetic)

Testul de evaluare initiald pentru clasa a XII-a, specializarea stiinte ale naturii (3 ore), poate fi accesat si online
la adresa https://forms.gle/pyzDr7rL.X4TtucQTA .
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II1.3 Elemente de proiectare didactica, specializarea matematicd-informatica

Pentru unitatea de invatare Integrala definita, metode de integrare, programa scolara M1 (4 ore/ sdptamana),
exemplificdm In continuare urmatoarele elemente de proiectare didactica:

reactualizarea notiunilor si a competentelor ancord, necesare pentru intelegerea si aplicarea
metodelor de integrare pentru integrala definitd (integrarea prin parti si integrarea prin schimbare de
variabild); profesorul poate utiliza la clasa Fisa de lucru 1 (un exemplu de test de evaluare initiald) si
Formularul Google atasat, pentru oferirea unui feedback personalizat si, In acelasi timp, pentru
identificarea elevilor care au nevoie de suport remedial; testul de evaluare initiald, propus pentru
evaluarea de la inceputul unitatii de invatare, are asociat atat Baremul de corectare si de notare, cat si
Matricea de specificatii, matrice care stabileste corespondenta dintre itemii testului, competentele
specifice si unitatile de continut evaluate;

exemple de activitati de invatare (recomandate de programa scolard sau altele adecvate pentru
formarea/dezvoltarea competentelor specifice asociate continuturilor vizate);

fise de lucru asociate tuturor activitdtilor de invatare propuse in cadrul proiectului didactic; se
recomanda ca profesorul sa selecteze exercitiile si metodele de lucru adecvate, in functie de ritmul de
invatare si de particularitatile elevilor clasei, identificind durata si oportunitatea activittilor
desfasurate la clasd pe baza efortului si/sau a ritmului individual al elevilor in relatie cu activitatile ce
solicita efortul colectiv (perechi, echipe);

fise de lucru — recomandari metodice pentru profesor (asociate fiecarei fige de lucru); acestea contin
recomandari metodice pentru utilizarea fiecarei fise de lucru si rezolvari complete ale exercitiilor
propuse in fise; astfel profesorul poate selecta usor, dintre exercitiile din fiecare fisa de lucru, ceea ce
este mai potrivit pentru un anumit colectiv de elevi; de asemenea, se recomanda ca evaluarea activitatii
elevilor, activitate desfasuratd in clasa, sa se facd in termeni calitativi, prin referire la esentialitate,
functionalitate, durabilitate, stabilitate, mobilitate, diversificare, amplificare treptata;

exemplu de evaluare sumativa (Fisa de lucru 4), care poate fi utilizata (partial sau in totalitate) pentru
evaluarea de la finalul unitdtii de Invatare; testul de evaluare sumativa are asociat atat Baremul de
corectare si de notare, cat si Matricea de specificatii, matrice care stabileste corespondenta dintre
itemii testului, competentele specifice si unitatile de continut evaluate;

exemple de activitati remediale si/sau de progres (Fisa de lucru 5), exemple care au legatura cu
rezultatele posibile, obtinute de fiecare dintre elevii unei clase la care s-a aplicat evaluarea sumativa
la finalul acestei unitati de invatare; dintre activitatile propuse, profesorul poate selecta acele exemple
potrivite pentru elevii sai.

Avand 1n vedere specificul/dinamica psiho-comportamentala a generatiilor aflate la etapa scolaritatii, este
necesara si eficientd diversificarea formelor de evaluare desfasurate pe parcursul unitatii de Invatare si
orientarea acestora citre metode colaborative, prin utilizarea inter-evaludrii elev-elev in cadrul activitatilor
desfasurate in perechi/pe echipe si/sau al derularii de proiecte pe grupuri de elevi, In cadrul lectiilor.

De asemenea, atat evaluarea initiala, cat si evaluarea la finalul unitatii de invatare pot fi derulate sub diferite
forme, fie prin utilizarea testelor clasice, administrate pe hartie, fie prin utilizarea unor aplicatii digitale pentru
computer/tabletd/telefon, fie prin activitdti desfasurate in perechi/pe grupuri de elevi sau prin proiecte
desfasurate in clasd, organizate de profesor in functie de specificul clasei; in cadrul tuturor acestor activitati
pot fi utilizati itemi din testele propuse pentru aceasta proiectare didactica.
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Matematica

Proiectul unitatii de invitare Integrala definitd, metode de integrare

Clasa a XII-a — programa scolaria M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/siptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicdi

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Nr. total de ore: 8 ore

Continuturi
(detalieri)

Competente
specifice

Activititi de invatare

Resurse

Evaluare

[se mentioneaza
detalieri de

[se precizeaza nr.
criterial al

[vizate/recomandate de programa scolara sau
altele adecvate pentru realizarea competentelor

[se precizeaza resurse de timp, de loc,
material didactic, forme de organizare a

[se mentioneaza metodele,
instrumentele sau modalitatile de

dificultate, folosind integrarea prin parti

subpunctele a)
Alegerea exercitiilor se va face in
functie de nivelul clasei si al diferitelor
grupe de elevi din aceasta

o Activitate diferentiata

continut care competentelor specifice] clasei] evaluare utilizate]
expliciteaza specifice din
anumite programa
parcursuri] scolara)
L1-L3. 4.2 e Recapitularea notiunilor ancora e Fisa de lucru I (evaluare initiald) Administrarea si corectarea
Illtegrarea prin Elemente de continut vizate: primitive probei
parti uzuale, proprietafi ale integralei definite | o Formular Google — Fisa de lucru 1 Oferirea de feedback
(3 ore) (liniaritate) formula Leibniz-Newton Activitate individuald personalizat
Identificarea  elevilor  care
2.2 i i i . .
. ¥dent1ﬁcaree.1 si d.ernonst'rarea metodei de . N necesita suport remedial
integrare prin parti, folosind formula pentru | e Fisa de lucru 2 — exercitiile 1 - 6,
der%vare-a produsqlul a doue} ) fupc‘gu subpupctele a) ] Discutie frontala
derivabile; exemplificarea folosirii ei In| Activitate frontald
32 calculul unor integrale simple
e Explicarea optiunilor de a alege ,,partile” in
calculul integralelor definite ale unor functii
4.2 e Calculul unor integrale cu un grad diferit de | ® Fisa de lucru 3 — exercitiile 1.1 — 1.8, | Discutie frontala

Verificare si feedback pe grupe
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ntinuturi mpetent BB e R
Co HIuEr Co petente Activitati de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’
4.2 e Redactarea solutiilor unor probleme cu|e Fisa de lucru 3 —exercitiile II.1 —I1.3 | Verificare si feedback pe grupe
5.2 grade diferite de complexitate in care apare | o Activitate diferentiatd Inter-evaluare elev-elev

integrarea prin parti, folosind formulele

studiate
L4 -Leé. 3.2 Identificarea/recunoasterea unei functii si a | e Fisa de lucru 4 — exercitiile 1.1 — 1.7 Verificare si feedback pe grupe
Integrarea prin derivatei sale in diferite integrale definite Activitate frontala Inter-evaluare elev-elev
schimbarea de 4.2 Utilizarea unor formule standard in calculul
variabila integralelor definite
(3 ore) Redactarea unor demonstratii utilizand

terminologia adecvata si facand apel la

propozitii matematice studiate

Evidentierea diverselor forme de aplicare a

schimbdrii de variabila

5.2 Folosirea creativa a unor reprezentiri variate | ® Fisa de lucru 4 — exercitiile 1.8 —1.10 | Verificare si feedback pe grupe
pentru depdsirea unor dificultdti in calculul | e Fisa de lucru 4 — exercitiile I1.1 — 1.2 | Inter-evaluare elev-elev
integralelor definite Activitate pe grupe
6.2.2 Utilizarea rezultatelor si metodelor pentru|e Fisa de lucru 4 — exercitiile I11.1 — I11.3 | Oferire de feedback personalizat

crearea de strategii de lucru in vederea | Activitate diferentiata

calcularii unor integrale definite

Analizarea rezolvérii unei probleme din

punctul de vedere al corectitudinii, al

simplitatii, al claritatii si al semnificatiei

rezultatelor
L7. Evaluare 1.2
sumativa 2.2 .
(1 ora) 3.2 e Evaluare sumativa y Fl.’“.l de l.u cru 5 (tes;t de evaluare) Administrarea probei

42 Activitate individuala
5.2
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Contll.lut'url Com.petente Activititi de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’
6.2.2

L8. Activitati 1.2
remediale si/sau 2.2 e Discutarea rezolvarii testului de evaluare o Fisa de lucru 6 . . .

’ e . . . . Verificare si feedback perechi
de progres 3.2 e Activitati remediale si/sau de progres Activitate 1n perechi
(1 ora) 4.2
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Evaluare initiala

Fisa de lucru 1 — test de evaluare initiala

o Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 15 de minute.
e Pentru fiecare item, dintre cele patru variante de raspuns doar o varianta este corecta.
Incercuiti litera corespunzitoare riaspunsului corect.

10p | 1. [3dx=

3
10p | 2. J.xdxz
0

Al B.> C.3 .2
2 2 2
1
15p | 3. J(8x3+e_x)dx=
0
A 1+l B 1—l C.3-¢ D 3—l
e e e
1
15p |4. | —=dx=
o [
AL B L C. In2 D. In4
"7 "5 . In . In
z
6
15p | 5. Icosxdxz
0
A. _ﬁ B L C 1 D.ﬁ
2 2 2 2

L 2x
15p | 6. | dx =
0

A. In2 R% C% D. 4

10p | 7. O primitivd a functiei /:R >R, f(x)=(2x+1)e" este:

A. (x2 +x)ex B. (2x—1)ex C. 2¢° D. (2x+3)ex
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Evaluare initiala

Barem de corectare si de notare

1 2 3 4 5
C D D B C A D
10p 10p 15p 15p 15p 15p 10p

=)
|

Matricea de specificatii

Test de evaluare initiala

Competente de
evaluat XII XII XII Total
CS2.2 CS3.2 CS4.2
Continuturi
Primitive 7 (10p) 10p
ol 1 (10p) 4 (15p)

Formula Leibniz-Newton 2 (10p) 5 (15p) 50p
Proprietati ale integralei

definite 3 (15p) 6 (15p) 30p
Total 30p 45p 15p 90p

Competente de evaluat asociate testului de evaluare initiali in cadrul unititii de invatare:

XII CS 2.2 Identificarea unor metode de calcul ale integralelor, prin realizarea de legaturi cu reguli de derivare
XII CS 3.2 Utilizarea algoritmilor pentru calcularea unor integrale definite

XII CS 4.2 Explicarea optiunilor de calcul al integralelor definite, in scopul optimizarii solutiilor

Testul de evaluare initiald pentru unitatea de invatare Integrala definita, metode de integrare poate fi accesat
online la adresa https://forms.gle/GKUucCgqo7Y3PdkP6 .
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematici

Unitatea de invatare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectia L1: Integrarea prin parti

Fisa de lucru 2
Integrare prin parti

Daca functiile f, g:[a,b]— R sunt derivabile, cu derivatele /' si g’ continue, atunci

b b b

[71(x)- g (x)dx= £ (x)-g(x)| -] f(x)-g'(x)dx.

a

a a

Exercitii:

Calculati urmatoarele integrale, folosind metoda integrarii prin parti:

1 1

1. a) jx-exdx b) j(x+2)exdx
0 0
e e

2. a) Ix3 ‘Inxdx b) Ix-lnxdx
1 1
v V4

3. a) I x? - cos xdx b) jxsinxdx
- 0
vl Va

4 a)jex -sinxdx b) Iex - COS X dx
0 0
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectia L1: Integrarea prin parti

Fisa de lucru 2 — recomandari metodice pentru profesor

Integrare prin parti

Daca functiile f, g:[a,b]— R sunt derivabile, cu derivatele /' si g’ continue, atunci

b b b

[£1(x)-g(x)dr=£ () g(x)| -] £(x)-€'(x)er.

a

a a

Demonstratie: Functiile f si g sunt derivabile, cu f” si g’ continue, deci functia f - g este derivabila, iar

functia f'-g+ f-g' este continud pe intervalul [a, b]. Deoarece (f-g), =f"-g+f- g, functia f-g este

o primitiva a functiei f'-g+ f-g' pe intervalul [a, b]. Aplicand teorema Leibniz-Newton, obtinem:

b

b b

[(£'(x)-g(x)+ £ (x)-g'(x))dr = [ (£'(x)- g (x)) dx = £ (x)- 2 (=)

a

b
Folosind proprietatea de liniaritate a integralei, deducem _[f'(x)-g(x)dx + _[f(x) g'(x)dx=f(x)-g(x) .

a a

b b

a a

b

b b
asadar jf’(x)-g(x)dxzf(x)-g(x) a—jf(x)'g'(x)dx.

a

Comentarii metodice:

Se recomanda a se analiza oportunitatea discutarii detaliate a demonstratiei formulei de integrare prin parti

prin raportare la specificul clasei de elevi.

Se recomanda implicarea nemijlocitd a elevilor in rezolvarea sarcinilor de lucru si utilizarea abordarilor

propuse de acestia, ca punct de plecare pentru clarificarea sau justificarea unor idei, algoritmi, metode, cai

de rezolvare etc.

Formula de integrare prin parti se aplica atunci cand avem de calculat o integrala, iar functia de sub integrala

se poate scrie sub forma unui produs de functii continue, astfel incat cel putin una dintre ele sa fie derivabila.
b

De cele mai multe ori, avem de calculat /= Iu(x)-v(x)dx ,cu u si v functii derivabile pe intervalul
a

[a, b], asadar oricare dintre ele poate fi scrisd ca derivata unei alte functii (adica functiile u si v sunt

primitive ale altor functii). Inainte de a aplica formula de integrare prin parti, investigaim pe care dintre

functiile u# si v este mai bine sd o scriem sub forma derivatei unei alte functii, astfel incat dupa utilizarea

teoremei anterioare sd obtinem o noud integrala care sa fie mai simplu de calculat decat integrala /.

Daca dupa aplicarea metodei, scriind functia u ca primitiva a unei alte functii, calculele se complica, atunci

aplicam metoda scriind functia v ca primitiva a unei alte functii. Daca niciuna dintre alegerile anterioare

nu ne conduce la calcule mai simple, este posibil ca metoda integrarii prin parti sa nu fie eficientd pentru

calculul integralei respective, caz in care vom folosi alte abordari, pe care le vom vedea 1n lectiile viitoare.

Metoda de integrare prin parti se poate aplica de mai multe ori Intr-un exercitiu, dacd sunt indeplinite

conditiile din teorema.
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b

= Daca avem de calculat / = jx” . g(x)dx, cu neN", unde functia g este derivabild pe intervalul [a, b],
a

uneori este util sa scriem g =4", pentru ca dupa aplicarea metodei de integrare prin parti sa scada gradul

la care se afla x.

e Pentru fisa de lucru, se recomanda rezolvarea in clasd, sub indrumarea profesorului, a subpunctelor a) si
rezolvarea individuala, eventual ca tema, a subpunctelor b). In functie de caracteristicile grupului de elevi,
profesorul decide utilizarea/adaptarea acestei strategii.

Sugestii metodice pentru rezolvarea exercitiilor:

Calculati urmatoarele integrale, folosind metoda integrarii prin parti:

1
1) a) Ix-exdx
0

Alegem f'(x)=¢e" si g(x)=x,deci

f')=e" = f(x)=¢
g)=x=g'(x)=1

Integrand prin parti obtinem:

ix-exdxzix-(ex)’dxzx-ex l—j.x'-exdxze—j.exdxze—ex
0 0 0 % 0

1
—e—e+1=1.
0

e
2) a) jx3 -In xdx
1

Deoarece dorim ca dupd integrare sa dispara logaritmul, alegem f'(x) = x° si g(x)=Inx, deci

Fx)=2 = 1()=%
g(x)=Inx= g’(x)=%

Integrand prin parti, obtinem:

F 3 F x4' x* e <yt ' Al | et o1 3

Ix -lnxdsz. — | -Inxdx=—-Inx| — —-(lnx) dx=—- —-—dx=———fx dx =
4 4 1 4 4 4 x 4 4

1 1 1 1 1

4 4

4 4 4

e ot e4—1_3e4+1

| 4 16 16

V4
3) a) j x? - cosxdx
-

Alegem f'(x)=cosx §i g(x)=x>.
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f’(x) =COoSX = f(x) =sinx

g(x) =x’= g'(x) =2x
Integrand prin parti obtinem:

z r , T , r
1= I x% - cos xdx = j x? (sinx) dxdx=x*-sinx| - _[ (xz) -sinxdx =2 I x - (—sinx)dx
- - Tz -

Integram din nou prin parti, alegand f”(x) =—sinx si g(x)=x.

f'(x)=-sinx = f(x)=cosx

g(x)zx = g'(x) =1

T T Vs
—ZJ‘x'ocosxdx=—47r—2J-cosxdx=—47z—2sinx =4r.

/A -

T
1=2 j x'(COS)C)' dx=2x-cosx
- - -

v
4) a)jex -sin xdx
0

a
Notam 7 = jex -sinxdx . Alegem f'(x)=e" si g(x)=sinx.
0

flx)=e"= f(x)=¢"

g(x)=sinx = g'(x) =COSX

Integrand prin parti, deducem:

T
. ’
" -(sinx) dx:—J.ex -cos xdx .
0

T

T !
I:I(ex) -sinxdx =e" -sinx
0

= e |

0

Alegem dinnou f'(x)=e",iar g(x)=cosx.

fl)=e"= f(x)=¢"

g(x)=cosx = g'(x)=—sinx

s ’
Iz—j(ex) -cosxdx =—e* -cosx
0

T T
+Iex-(cosx)'dx=e” +1—J.ex sinxdx=e" +1-1.
0 0 0

e +1

In consecinta, I =
1

5) a) I(xz + x) -e"dx
0

Alegem f'(x)=¢" si g(x)=x>+1.
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f'y=e" = f(x)=¢"

g(x)zx2 +x = g'(x)=2x+1

Integrand prin parti obtinem:

: —j(xz +x)'-exdx:2e—_l[(2x+1)-exdx:

0 0 0

i(xz )dj( ) (o) de= (o 2]

11 1 1
+[(2x+1) - e"dx=2e-3e+1+ [2e"dx=1-e+2¢"| =e-1.
0 5 0

:2e—j(2x+1)-(ex)'dx:2e—(2x+1)-ex

e e
6) a) jlnxdxzjl-lnxdx
1 1

Alegem f'(x)=1si g(x)=Inx.

f@)=1= f(x)=x

gx)=lhx= g'(x)z%

Integrand prin parti obtinem:
e

e e e e e 1
jlnxdxzjx"lnxdxlenx —jx-(lnx)'dx=e—jx'—dx:e—x =1.
1 1 17 1 * 1
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectiile L1 — L3: Integrarea prin parti

Fisa de lucru 3

I. Folosind metoda de integrare prin parti, calculati:

V4 T 1 2

L. J.x-sinxdx b) .[xz-sinxdx 5. a) IVx2+4dx b) _[\/)c2 +1dx
0 0 0 0
1 2 1 3 2

2. a) ILde b) sz+ldx a) J‘lnidx b) Iln Y x
0 e’ o € 5 x-1 . X+2
27 % 1 3

3. a) _(‘;sinzxdx b) ICOSZXdX a) -([ 9—x2dx b) J‘ 4_x2 dx

0 0

e e \/g 1

4. @) [(@-1)Inxdc  b) [(x?+2x)-Inxdx |8 g jarctg xdx b) [n(x+3)dx
1 1 0 0

IL.
e

1. Pentru fiecare numar natural nenul # se considera numarul /, = jln” xdx .
1

a) Calculati 7, .

b) Demonstraticd /,,; =e— (n + 1)] »» pentru orice numar natural nenul 7.

1
n
2. Pentru fiecare numar natural nenul » se considera numarul J, = I(l - xz) dx .
0
a) Calculati J,.

2n+2

b) Demonstrati ca J, i3 J, , pentru orice numar natural nenul 7.

n+l =

1
3. Pentru fiecare numar natural nenul »se considera numarul /, = I X"\ x? +8dx .
0
a) Calculati /.
27 8(n+1)

n+4 n+4

b) Demonstrati ca /

nid = I, , pentru orice numdr natural nenul 7.

- . x-arctgx, x<0
4. Se considera functia f:R—> R, f(x)= .
In(x+1), x>0
a) Demonstrati ca functia f este continud pe R.

e—1

b) Calculati I f(x)dx.
-1
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectiile L1 — L3: Integrarea prin parti

Fisa de lucru 3 — recomandari metodice pentru profesor

Se recomanda rezolvarea in clasa, sub indrumarea profesorului, a subpunctelor a) si rezolvarea individuala,
eventual ca tema, a subpunctelor b). In functie de caracteristicile grupului de elevi, profesorul decide
utilizarea/adaptarea acestei strategii.

Profesorul selecteaza exercitiile si metodele de lucru in functie de ritmul de Invatare si de particularitatile
elevilor, identificdnd durata si oportunitatea activitdtilor bazate pe efortul si/sau ritmul individual al elevului
cu activitatile ce solicité efortul colectiv (perechi, echipe). Se recomanda ca evaluarea activitatii elevilor sa se
facd in termeni calitativi, prin referire la esentialitate, functionalitate, durabilitate, stabilitate, mobilitate,
diversificare, amplificare treptata.

z T r T
. ! .
1. a) Jx-smxdxzjx-(—cosx) dx =—x-cosx +Ix'-cosxdx:ﬁ+Icosxdx:ﬁ+smx =r.
0 0 0 0 0

I = Jl.(x2 +2x+ 3) eV dx= —jl.(x2 +2x+ 3)-(e_x ), dx , integrand de doua
0 0

2x+3
2. a) Deoarece [ = J‘w

0 e

1 1 1
. . 6 '

ori prin parti obtinem 7 =—(x% +2x+3)-e | +[(2x+2)e " dx=——+3—[(2x+2)(e*) dx =
[ s2esafe| e ta=-Sea-flare o)

1 1 1
:—§+3—(2x+2)-e‘x +2je‘xdx:—§+3—f+2—2e‘x 2
e 0 3 e e 0 e
2r , 2r 2« 2z
3.a) I = Isinzxdxz J(—cosx) -sinx dx=—cosx-sinx| + jcosx (smx) dx = Icos xdx =
0 0 0 % 0
2z 2
:J.(l—sinzx)dx:x —I,deci I=r.
0 0

4. a) j(xz—l)-lnxdxzj‘();i—xj lnxdx—[x——lenxe ;f[%— J x—e3;3e—j[§—lex=

1
_e3—3e_ ﬁ—x e_2e3—8
3 9 1 9

1 1
5.a)l = J. x> +4dx = Jx' X% +4dx . Alegem f'(x)=x"si g(x)=+x?+4 . Integrand prin parti, obtinem:
0 0

I=x- x2+4(1)—j)' (\/—) dx =5 - I \/dex J5- I\/XT
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1=+5- j[ ¥ +4 J Nﬁdﬁq dx=£—1+41n(x+m)

1

\/x+4 \/ +4 \/x——i—

J5 1++/5
=

Deoarece 1=x/§—1+41n(1+\/§)—41n2, deducem ca I:7+21n

0

3

3
6. a) Jln—dx J‘x"ln Y x=x-ln—2

x—1 5 x—1 x—1

3 r
—J‘x-(lnij dxzx-lni

3
=31n§—21n2+dex m2’
2 x—1 16

1 1 1 1 ' 1
7.a)1:j 9—x2dx=Ix'- 9—x*dr=x-v9—x* —J‘x-(\/9—x2)dx=2\/§+jx dx , deci
0

X
0 % 0 V9-x?
1
]dxz2«/§—f 9—x%dx +
0

1:2&-} = dx =22 - j9 X - % v =22 - j[\/ 7 2 -
0 9—x? 9—x

1 1
+9I ! > dx:2\/5—]+9arcsin§ :2x/§—1+9arcsin%, deci [ =x/§+%arcsin%.
0
0

9—x
2 ’
B NEREC R B 1% o 23 lﬁ(x +1)
8.a) Ix -arctg x dx = x -arctg x —J.x- S dx= —f = ——j 3 dx =
0 0 o x +1 3 24« 1 302 x+1

NER—

:ﬂ—3—%ln(x2+l) . :T_l n2 .

1 1
b) jln(x+3) dx=jx'-1n(x+3) dx.Alegem f'(x)=1=x" si g(x)=In(x+3). Integrand prin parti, obtinem
0 0
1
jln(x+3)dx=x-ln(x+3
0

1 1 , - 1 3
)O—Z';x-(ln(x+3)) dx=1n4—jx+3dx=1n4—j(l—x+3jdx=

1

+3 1
=In4— j1d +3j 3) dx=In4—x +3j (In(x +3)) dx=In4—1+3In(x+3)| =4In4-3In3-1.
0 0

IIL.
e e

1.b) I, = J.ln”Jrl xdx = .[x'- In"" xdx = x-In" x
1 1

—(n+1)I

n

e

e e n

' n+1)n" x
—J.x-(ln”Jrl x) dx:e—J.x-%dx:
1 1 *
, pentru orice numar natural nenul 7.

5

2.a) J, :.:[(l—xz)z dx:.:[(l—2x2 +Xx )dx-[x—%+%}

I 3

o 15
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b) J,., _j '.(1—x2)"+1 dx:x(l—x2)"+l ;+(2n+2)jx2.(1—x2)" dx:—(2n+2)j(—x2)(l—x2)n dx,
0 0 0

deci J,, =—(2n+ 2)}((1_,(2)_1)(1—)62 ) dv=—an+ Z)j((l—ﬁ )n+1 . )j .
0 0

Rezultda J, ., =-2n+2)J,,,+(2n+2)J,, asadarJ+1_2n+2-J”.
2n+3
1 o 2 ’ x2 1]x3+8x—8x
3.a) 11=J.x x2+8dx=J.(—J X2 +8dx="— ——J. J—dx,deci
0 o\ 2 2 0Vx2+8 VxZ +8
1 x(x?+8 1
T e P | I NS R
\/x +8 \/x +8 0 x*+8 2 2 0
Rezulta I; =M.
3
1 ) 3 1 xn+3 ' 3 xn+3
b) I,,,=|x"""Vx" +8dx= x“+8dx=
) 2 -([ -([n+3 nt3 0 n+3 J.Jx +8
31 bt gyt _gynt? 3 [ (a7 8
I,.,= - j dx = - j dx — SI x|
n+3 n+3y \/x2+8 n+3 n+3 \/x +8 \/x +8
3 1 1 8 1 ’
In+2=———Ix"+2- x> +8dx+ j( x2+8) X" dx
n+3 n+30 n+30
1
3 1 8 2 i 8(n+ 1) 27 1 8(n+1)
Asadar [ ,,=——————1 »+——\x"+8-x"" . -—,.
’ T S 0 n+3 I Tat3 n+3 2T a4z 7
In consecintd, 7, = 27 _8(nt]) I, , pentru orice numar natural nenul 7.
n+4 n+4
4.2) f este continua pe (—o,0) (produs de functii continue) si pe (0,+0) (compunere de functii
continue), iar lim f(x)=1lim f(x)= f(0)=0, deci f este continud pe R.
x/0 2 \0
- 0 e-1 x2 0 10 x2 e—1
b) | f(x)dx=|x-arctgxdx+ | In(x+1)dx=—-arctg x| —— dx+x-In(x+1 -
[ s(gar=| [ tyan=oaigx| 5] deesin(ean)
0 e—1

2 +(n(x+1)—x)

el x z 108
- —dx=———j[l—
x“+1

x+1 8 2

e—l1
)dx+e—1— j (I—Ljdxzz—i-e—l—i-w
0 -1 2

0 x+1 8

=£+e—1+£—l+1—e+l=ﬂ+2.
8 2
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematica-informaticd) 4 ore/saptimana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invatare: Integrala definitd, metode de integrare

Lectiile L4 — L6: Integrarea prin schimbare de variabila

Fisa de lucru 4

I. Exercitii pentru fixarea cunostintelor
Folosind metoda schimbdrii de variabild, calculati urmatoarele integrale definite:

1 e e
1 I+Inx 3-2Inx
1. a dx 6. a dx b dx
) '[ 3x+5 ) '[ X ) '!. X
1 4 Jx 1
2. a) j b) [——dx 7. j b) [x-e* d
2x +1 0 X +6 1 0
v v
N 2 2
3. ) I(x +2) 8. _([cos xdx b) Z|;sin3)cdx
4 1 \/5
4. a) Ix\/ x* +9dx b) Ixs Vxt +1dx 9. a) wdx b) ar2ctgx dx
0 0 p X0+l o X+l
1 2 1 4
X 1 1
5. a) dx b) dx 10. a) dx b) dx
Ox +1 ox +1 '!.2+\/; '!.4+\/;
I1. Exercitii pentru aprofundarea cunostintelor
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= !
x“+4
1
a) Calculati j |xf (x)|dx .
-1
¢ 1
b) Aritati ca I(f(x) - 1)1n xdx < 3
1
2. Calcula‘gi urmatoarele integrale definite:
e 1
x+1 1 2
a) | ——dx b) ¢) J.—zdx d) | xIn{x” +1)dx
'([\/x +2x+4 'Ee +ex 1x(1+ln x) '([ ( )

II1. Exercitii cu grad sporit de dificultate
1. Calculati:

3sinx+2cosx

dx

— |y

a)J. al~ b)

Cret+l 2sinx +3cosx

A~y

a
2. a) Se considera >0 si f:[-a,a] >R o functie continua si impara. Aratati ca I f(x)dx=0.
—a
1
b) Calculati J. sinx-ln(l +x? )dx.
-1

3
3. Se considerd functia bijectivd /iR >R, f(x)= x> +x+1. Calculati If_l (x)dx
1
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematica-informaticd) 4 ore/saptimana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invatare: Integrala definitd, metode de integrare

Lectiile L4 — L6: Integrarea prin schimbare de variabila

Fisa de lucru 4 — recomandari metodice pentru profesor

Se recomanda rezolvarea in clasa, sub indrumarea profesorului, a subpunctelor a) si rezolvarea individuala,
eventual ca tema, a subpunctelor b). In functie de caracteristicile grupului de elevi, profesorul decide
utilizarea/adaptarea acestei strategii.

I. Exercitii pentru fixarea cunostintelor

Consideram schimbarea de variabila ¢ =3x+5, de unde obtinem df =3dx .
Schimbam limitele de integrare
x=-1=>1¢=2

x=1=1¢=8
1 1
Integraladevinef : dx:lf :—J. dt—— t =lln4=21n2.
3x+5 3°3x+5 3 3
2.a)
I2x +1

Consideram schimbarea de variabild # = 2x* +1, de unde obtinem dt = 4xdx.
Schimbam limitele de integrare

x=0=>¢=1
x=1=>t=5
5 5
Integraladevinej ;C ——j :ljldtzllnt :llnS.
02x% +1 2x+1 490 4 1 4
A
3. a) j — 2 ix

(x +2)

Consideram schimbarea de variabila ¢ = x> + 2, de unde obtinem df = 2xdx .
Schimbam limitele de integrare

x=0=>¢t=2

x=x/5:>t=4
V2 V2 4

Integrala devine J—dx 4J.—dx 4I dt = [ sz :4(—L+lj:i.
0 (x2+2) 0 (x +2) 20012 32 8) 32

4
4. a) Ix x* +9dx

Consideram schimbarea de variabild ¢ = x> +9 , de unde obtinem df = 2xdx .

Schimbam limitele de integrare

x=0=1¢=9
x=4=1t=25
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I
2

4 4 25 5"
Integrala devine Ix x° +9dx:%j\/x2 +9~2xdx:% I \ﬁdt:l L
0 0 9

. 2 _9%
2 l+1
2

9 3

9 3

x* dx =lj';-3x2dx
X 41 30(x3)2+1

Consideram schimbarea de variabild 7 = x>, de unde obtinem dr =3x>dx.
Schimbam limitele de integrare
x=0=¢=0
x=1=>t=1

1
5. a) Putem scrie j
0

1 1

2
al dle =l[£—0j=l.
X8 +1 30t2 o 34 12

! dt= larctgt
+1 3

1
Integrala devine I
0

e

6. a) J-1+1nx dx

1 X

Consideram schimbarea de variabild ¢ =1+ Inx, de unde obtinem dr = la’x .
X

Schimbam limitele de integrare
x=1=>1t=1
x=e=>t=2

2 t22
dx:_[tdt:—
1 2

j-1+lnx

X

1 1

7. a) Considerdm schimbarea de variabild 7 =+/x , de unde obtinem dt = dx .

1
2x
Schimbam limitele de integrare

x=1=t=1

x=4=1t=2

e

v

2
1=e(e—1).

T

Jetdtzet

)
dx =
X 1

4
Integrala devine I
1

T
2 2 2
8.a) I cos® xdx = J. cos? x-cosxdx = J. (1 —sin? x) -cos xdx
0 0
Consideram schimbarea de variabild ¢ =sin x, de unde obtinem dt =cosxdx.
Schimbam limitele de integrare
x=0=¢=0

T
x=—=1t=1
2

1

Integrala devine % .

S N

cos’ xdxzj(l—tz)dt =[l—§]

0

0

dx.

9. a) Consideram schimbarea de variabila ¢ = arctgx, de unde obtinem df = 3
x“+1

Schimbam limitele de integrare
x=0=t=arctg0=0

x=1:>t=arctg1:£
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V4 T
L arcto? 1 1 4 3lg 3
e a5
- - Jx
" a)fzw If(zw_) ijf(zw_)

Considerdm schimbarea de variabila ¢ =+/x , de unde obtinem df = dx .

|
2x

Schimbam limitele de integrare

x=1=t=1
x=9=1=3

9 2 3 3
Int la devi d 2 —dt—2 11— |dt=2(t-2In(2+¢ =4+4In—.
ntegrala evmeI il X = J.( 2+t] ( n( ))1 ng

9
Observatie: Consideram I

dx . Pentru calculul acestei integrale, cu schimbarea de variabild ¢ =+/x

2++/x

avem x =¢2, dx=2tdt.
Schimbam limitele de integrare

x=1=r=1
x=9=¢=3

9 3 3 3
Int la devi =|— 2tdt— 1—— =2(t-2In(2+¢ =4+4In—.
ntegrala devine I +\/_ J-( J ( n( ))1 n5

I1. Exercitii pentru aprofundarea cunostintelor
0

1.a) j‘1|xf(x)|dx=£—x[l+ﬁde+J‘ [1+\/x;7+4]dx

Consideram schimbarea de variabila ¢ = —x pentru prima integrala.
Schimbam limitele de integrare
x=—1=t=1
x=0=¢=0

1

Integrala devmefo |dx 2 I [1+
-1

]dx:2(§+ﬁ] :2(%+£—2): 2*/52_3.

1
Vx? +4 0
b) Je.(f(x)—l)lnxdx = Je.hzl%dx si, cum x” +4 > 4x , pentru orice x [1,e], obtinem
1

e

jlnxd =lln2x l
2 2

Jj(f() )lnxdx J.\/ﬁ

2.d) j‘xln(xz +1)dx
0

1

Consideram schimbarea de variabild 7 = x*> +1, de unde obtinem df = 2xdx .
Schimbam limitele de integrare
x=0=1r=1
x=1=t¢t=2
Integrala devine
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1 1 17 17 I S 1
jxln(xz+1)dx=—j2xln(x2+l)dx=—jlntdt:—Jt’-lntdt:—tlnt ——It-—dtzan—— =——+In2
0 23 24 29 2 1 29 ¢t 211 2
II1. Exercitii cu grad sporit de dificultate
1 2
1.a) dx
cret+l
Consideram schimbarea de variabild ¢ =—x, de unde obtinem dx =—dt.
Schimbam limitele de integrare
x=-1=t=1
x=1=>t=-1
12 -1 2 121
-t t
1= Ix—dxz—.l‘udtz I—edt si atunci
e’ +1 e +1 c l+é
1 2 L 2 x 1 x%(e* +1 1 311 2
2I=I al dx+j *e dtzj ( )dxzszdxzx— =—, de unde obtinem I:l
cet+l cret+l coet+l 3.1 3 3
z 7 z
t 3sinx+2cosx 1 sin x . t cosXx
b) [ = J._—dx:3A+2B,unde A= j_—dx si B= J. —dx.
- 2sinx+3cosx - 2sinx +3cosx ”251nx+3cosx
4 4 4
z z 2
t 4 2cosx—3sinx . 4
2A+3B= J __(__j:_ si 2B-3A4= J+dlen(231nx+3cosx) =In5.
= 2 - 2sinx+3cosx P
-2 -
24+38=2 Az%(”_mns) 1
Rezolvand sistemul 2, obtinem L(3 ,deunde / =—(67—5In5).
—34+2B=1In5 B=—|>Z42In5 13
13\ 2

2. a) Consideram [ = I f (x)dx. Considerand schimbarea de variabila t =—x avem x=—t, dx=—dt .
—a
Schimbam limitele de integrare

X=—a=>t=a
X=a=>t=-a

—a a a
[ f(=t)dt= [ f(~t)dt=—] f(t)dt=-1 de unde obtinem 1 =0.
—a
b) Functia de sub integrala este continua si impara. Conform exercitiului 2. a), obtinem
1

J.sinx-ln(1+x2)dx=0.
-1

3. f'(x)=3x" +1, xeR.
Observam ca f(0)=1si f(1)=3,deci f~'(1)=0 si f~'(3)=1. Cu schimbarea de variabila ¢= "' (x)
avem x = f (1), dx=f’(t)dt=(3t2 +1)dz

Schimbam limitele de integrare

x=1=¢t=0
x=3=1t=1
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Integrala devine .?f_l (x)dx = ;[r(:%tz + l)dt = i(3t3 +t)dt = [%JrgJ (1) =% .
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definitd, metode de integrare

Lectia L7: Evaluare sumativa la finalul unititii de invitare

Fisa de lucru 5 — test de evaluare sumativa

e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 45 de minute.

I. Calculati urméatoarele integrale definite:

1
1
10p 1.£4x2+1dx
2 X
dx
10p |2 ‘l[x2+5
1
10p | 3. [(4x—1)edx
0
T
2
10p | 4. Ixcosxdx
0
2
10p | 5. [¥Vx +1dx
0
T
10p | 6. J()H— In xdx
1 X

11.

1

. - . o o 2n—-1 —
20p | 1. Pentru orice numdr natural nenul n se considera numérul 7, = Ix e Vdx.
0

2(n+1
a) Demonstrati ca 1, =2n(2n+1)1, - M , pentru orice numar natural nenul 7.
e

b) Aratati cd [, ; <, , pentru orice numar natural nenul 7.
m
2 e (e—1
10p | 2. Determinati numarul real m pentru care mIemx Ty = %
1
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematica-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectia L7. Evaluare sumativa la finalul unitatii de invitare

Test de evaluare sumativa

Barem de corectare si de notare

I.
1- l l
2 2
I 21 dlej lldx= Sp
gl 4yl
4
1
2
=—-2-arctg2x -z Sp
0o 8
2. 2 !
2 X 12()6 +5)
I dxz—j 5 dx = Sp
X" +5 29 x°+5
2
=—ln(x2+5) =lln9—lln6=lln— 5p
1 2
3. 1 1 1
I(4x—1)exdx=(4x—1)ex —f4exdx: S5p
0 0 %
1
=3e—4e*| =4-¢ 3p
0
4. T
5 3 , 5 3 5
Ixcosxdx:J.x(sinx) dx = xsinx —Isinxdx: p
0 0 0 %
z
=£+cosx| =£—1 Sp
2 0 2
5. 2 12
J.xz x3+1dx=—‘[(x3+1)' x> +1dx = Sp
3
0 0
2
_1 3 3 3 _
-3 Z(x +1) x +10_13 5p
6. e e e
J.(erljlnxdx:J‘xlnxderJ'hl—xdx, 2p
X X
1 1 1
“lnx In?x|€ 1
j—dx: —— 3
X 2 1 2 p
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e e ' 2 e 2 le 2
fxlnxdxzj X A xde=2 x| -2 | =€ +1, 3
1 2 2 1 401 4 P
e 2
I[x+ljlnxdx = *3
1 X 4 2p
II.
1.a) 1 - ot 1 1 , | 1 )
_ nlf —x\' g 2n+l(  —x n,=xg._ _ - n_=x\r g _
In+1—‘[x ( e )dx X ( e )O+(2n+1)jx e “dx e+(2n+1)jx ( e )dx 5p
0 0 0
. 2n+2
=———(2n+1)xT"e™"| +(2n+1)2nl, = +2n(2n+1)1,, pentru orice numir natural 5p
e 0 e
nenul »
1.b) 1
Ioa-1,= Ixzn_l (xz - l)e_xdx , pentru orice numar natural nenul » 3p
0
xe[0,1]=x* -1<0, deci x> (x2 —l)efx <0, de unde obtinem /,,; <I,, pentru orice )
P
numar natural nenul »
2. 2, "(e-1 2 2 "(e-1
mJ.emx -elnxdxzﬁ, deci mjx-emx abc=M 5p
1 2 1
2 m
2 -1
™| = M , de unde obtinem m = 1 5p
2 1 3
Matricea de specificatii
Test de evaluare sumativa
Competente
de evaluat CS CS CS CS CS CS CS Total
. . 1.2 2.2 3.2 4.2 5.2 6.1.2 6.2.2
Continuturi
Formula Leibniz — 1.1(10p) 10
Newton P
Integrarea prin 1.6(10p)
o 1.3(10p) 30p
part 1.4(10p)
Integrarea prin IL1a) 1.2
schimbare de 1.2(10p) 1.5(10p) (1'0 | 11.1b) 50p
variabila p (10p) (10p)
Total 10p 10p 20p 10p 20p 10p 10p 90p

Competente de evaluat asociate testului de evaluare sumativa:

CS 1.2 Identificarea legaturilor dintre o functie continua si derivata sau primitiva acesteia.

CS 2.2 Identificarea unor metode de calcul ale integralelor, prin realizarea de legaturi cu reguli de derivare.
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CS 3.2 Utilizarea algoritmilor pentru calcularea unor integrale definite.
CS 4.2 Explicarea optiunilor de calcul al integralelor definite, in scopul optimizarii solutiilor.
CS 5.2 Folosirea proprietatilor unei functii continue, pentru calcularea integralei acesteia pe un interval.

CS 6.1.2 Utilizarea proprietatilor de monotonie a integralei in estimarea valorii unei integrale definite si 1n
probleme cu continut practic

CS 6.2.2 Modelarea comportarii unei functii prin utilizarea primitivelor sale
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicdi

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectia L8: Activitati remediale si/sau de progres

Fisa de lucru 6
Activitdti remediale
I. Derivatele functiilor elementare
I1. Calculati, utilizaind formula Leibniz-Newton:

4 4 2 4
_ 1 1
a) I x* +e* )dx b) Ie “dx c)I—sdx d) I(\/;vL—]dx
1 ( ) 1 1 X 1 Vx
I11. Calculati, utilizand metoda de integrare prin parti:
1 1 2 4
X 1 2
a) |(x+5)edx b) | —dx ¢) | —Inxdx d) | x” -Inxdx
J. ( ) .f & J. x3 I

Iv. Calculati, utilizdnd metoda de integrare prin schimbare de variabila:

1 1
2 X
a) dx b) f xe* Tdx ¢) I dx d) f ———dx
Ox +3 0 0V2x2 +9 0(2x2+1)
e e 2 1 X e
2Inx I+In"x 2e vInx
e) dx f) dx g) dx h) dx
J. J. I X + 1 .1[ X
Activitati de progres
1. Calculati:
c V3 1
2 2
a) I\/;-]n xdx b) J‘ aresin xdx 0) J'earcsmxd
1 0 0
2 z 1
X 4 2
d) J.e .‘x—1|dx e) J‘l (1+tgx)d f) J'earcsmx dx
2r
2. Pentru fiecare numar natural nenul » se considerda numarul /7, = I cos” xdx . Determinati o relatie de
0
recurenta pentru sirul (7,) _ .
arctgx
3. Se considerd functia f:R—>R, f(x)= I 1n(1 + tgzt)dt .
v
4

a) Aratati ca functia f este derivabila si determinati functia 1.

1
b) Calculati [ f (x)dx

3
| |
4. Aratati ca L n3

23 1243
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M1 (matematicd-informaticd) 4 ore/saptamana
Domeniul de continut: Elemente de analiza matematicd

Unitatea de invitare: Integrala definiti, metode de integrare

Lectia L8: Activitati remediale si/sau de progres

Fisa de lucru 5 — recomandari metodice pentru profesor

Activitati remediale

In derularea activititilor remediale, se recomandi identificarea formulelor standardizate in lecturarea
enunturilor matematice si in descrierea modalitatilor de solutionare a acestora, evidentierea etapelor de
rezolvare ale unei probleme, eventual folosind diferite forme grafice de prezentare/vizualizare a unor elemente
matematice, utilizarea schemelor logice si a diagramelor logice de lucru in rezolvarea de probleme. Este
esentiald implicarea directa a elevilor in analizarea datelor unei probleme si in identificarea, explicarea si
eventual compararea unor variante de rezolvare, precum si evaluarea/oferirea de feedback, de citre profesor,
pentru fiecare etapa de lucru.

Activitati de progres

3 1
2 Z 5 ‘ .
1. Calculati: d) [e*-|x~1|dx; ¢) [In(1+tgx)dx; f) o, 5
0 0 0 1-x?
2 L 2 1 1 7 2
d)[:J‘ex"x_”dx:jex'(l_x)dx+Iex‘(X—l)dxzex'(l—x) +J.exdx+ex-(x—1) —Jexdx,deci
0 0 1 0§ 1 3
1 2
[=—1+¢&"| +e?—e"| =—l+e—-1+e*>—e®> +e=2e-2
0 1
T
4
e) jln(1+tgx)dx
0

Consideram schimbarea de variabild x = % —y, de unde obtinem dx =—dy.

Schimbam limitele de integrare

T
x=0=>y=—
Y 4

(In2-In(1+tgy))dy =

~
Il
O — N
—
=
—_
—
+
—
(U]
=
~
&
Il
|
N +e—o
=3
VY
[
+
—
aQ
7N\
| N
|
<
N—
N—
S
Il
S =iy
O — N

ln(1+tgx)dx:%1n2—], de
4
. 7
unde obtinem 7 =—In2

f) Calculam integrala, utilizand in doud moduri integrarea prin parti

1 1
‘ X 2 1 E
paresinx dx = J‘x(earcsmx) di=—e6 _J'earcsmxdx si
0 2 0

(= L
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arcsin x

O N | —

O — N | —

1
' LA
=—| ¥ (\/1 —x? ) dx=1- I eb + I ACSMY ly . Adunand cele doua relatii, obtinem
0

e
1 !
2J2. I 2 =1+ \/5 . e% , deci Teaminx X ix= 1 + 1-V3 . e%
0 —x? 0 1-x? 2 4
2z
2. Pentru fiecare numar natural nenul n se considerd numarul [, = I cos” xdx . Determinati o relatie de
0
recurenta pentru sirul (7,,) _ .
2z
Pentru neN, n>3,avem [, = j cosx-cos" T xdx. Alegem f'(x)=cosx si g(x)= cos" ' x . Integrand prin
0
parti, deducem
2z 2w 27 ,
I, = J (sinx)’ .cos" ' x dx =sinx-cos" ' x . - I sinx- (cos ) dx, deci
0 0

2 2z 2z
I,=(n-1) I sin? x-cos" 2 xdx=(n-1) J. (1 —cos? x) . (cos"_2 x) dx=(n-1) I (cos"_2 x —cos” x) dx.
0
Asadar [, =(n-1)-1,_ 5 —(n—-1)-1,. Obtinem n-I1, =(n—-1)-1,_,,deci I, :nT_l-In_2 , pentru orice n>3.

arctgx
3. Se considerd functia /:R—>R, f(x)= I 1n(1 + tgzt)dt.

T

4
a) Aratati ca functia f este derivabila si determinati functia 1.

1
b) Calculati [ £ (x)dx

3. a) Pentru orice numar real x, arctg x e [—% %j deci dacd x >1, atunci {%, arctg x} C (—%, %) ,lar

. T T s .
dacd x <1, atunci [arctg X, Z} c (—5, Ej , asadar exista functia f .

Consideram functia continua g : [—%, %J —->R, g(0)= ln(l + tgzt) si G o primitiva a sa. Folosind formula

arctg x
Leibniz-Newton, deducem ¢a f(x)= I g(t)dt = G(arctg x)— G(%) , deci functia f este derivabila (fiind

T

4
diferenta dintre compunerea a doud functii derivabile si o functie constantd). Obtinem

g(arctgx) ln(1+x2)
= 2

f'(x)=G'(arctgx)-(arctgx)'= , pentru orice numir real x. (1)

1+ x2 1+x

3.b) Deoarece f(1)= | g(¢)dt=0, integrand prin parti obtinem

BNy
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1 1 1 1 1 ,
jf(x)dx=Jx’-f(x)dx=x-f(x) j = J ln(1+x ) =——I(ln (1+x )) dx =
0 0 0 O ol +x?
1
:—lln2(1+x2) :—lln22.
4 0 4
3 lnx 7ln3
4. Ardtati cd |———dx= .
P43 1243
Consideram schimbarea de variabila tzi, adica x =§, de unde obtinem dx = —%dt.
X t t
Schimbam limitele de integrare
x=1=¢t=3
x=3=1t=1
1 In= 3 3
1 1 1 1 1
Integrala devine 1=J. an dxz—j 2t In3 nt 2n3 dt - 2nt dt, de unde
L XT+3 3 (3) 3 9+ 312 1t +3 L1 +3
t

3

t
NCIE

obtinem 2/ =1n_3

NE

arctg

In3(n =n 7ln3
6

In3 1
,deci [ = arct \/5 arct — ==
2\/5( s gﬁj 2313 1243
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I11.4 Elemente de proiectare didactica, specializarea stiinte ale naturii

Pentru unitatea de Inviatare Raddcini ale polinoamelor, ecuatii algebrice, programa scolarda M2 (3 ore/
sdaptamand), exemplificim in continuare urmatoarele elemente de proiectare didactica:

- reactualizarea notiunilor si a competentelor ancora: relatiile lui Viéte pentru ecuatia de gradul al II-
lea, forma algebrica a unui polinom, impartirea polinoamelor, impartirea polinoamelor prin X —a,
divizibilitatea polinoamelor; profesorul poate utiliza la clasa Fisa de lucru I (un exemplu de test de
evaluare initiald) si Formularul Google atasat, pentru oferirea unui feedback personalizat si, In acelasi
timp, pentru identificarea elevilor care au nevoie de suport remedial; testul de evaluare initiala, propus
pentru evaluarea de la inceputul unitatii de invatare, are asociat atit Baremul de corectare si de notare,
cat si Matricea de specificatii, matrice care stabileste corespondenta dintre itemii testului,
competentele specifice si unitatile de continut evaluate;

- exemple de activitati de invdtare (recomandate de programa scolard sau altele adecvate pentru
formarea/dezvoltarea competentelor specifice asociate continuturilor vizate); fiecare activitate de
invatare din cadrul lectiilor are un paragraf dedicat in fisa suport, cu caracter teoretic si un paragraf in
fisa de lucru asociata lectiei, cu caracter aplicativ;

- fise suport si fise de lucru asociate tuturor activitatilor de invatare propuse in cadrul proiectului unitatii
de Invétare; fisele suport sunt concepute astfel incat sa sustina integral lectiile prevazute in proiectarea
unitdtii de Invatare; se recomanda ca profesorul sa selecteze exercitiile si metodele de lucru adecvate,
in functie de ritmul de invatare si de particularitatile elevilor, identificand durata si oportunitatea
activitatilor desfasurate la clasa pe baza efortului si/sau a ritmului individual al elevilor in relatie cu
activitdtile ce solicita efortul colectiv (perechi, echipe);

- fise de lucru — recomanddri metodice pentru profesor (asociate fiecarei figse de lucru); acestea contin
recomandari metodice pentru utilizarea fiecarei fise de lucru si rezolvari complete ale exercitiilor
propuse in fise; astfel profesorul poate selecta usor, dintre exercitiile din fiecare fisa de lucru, ceea ce
este mai potrivit pentru un anumit colectiv de elevi; de asemenea, se recomanda ca evaluarea activitatii
elevilor, activitate desfasuratd in clasa, sa se facd in termeni calitativi, prin referire la esentialitate,
functionalitate, durabilitate, stabilitate, mobilitate, diversificare, amplificare treptata;

- exemplu de evaluare sumativa (Fisa de lucru 7), care poate fi utilizata (partial sau in totalitate) pentru
evaluarea de la finalul unitatii de invatare; testul de evaluare sumativa are asociat atat Baremul de
corectare si de notare, cat si Matricea de specificatii, matrice care stabileste corespondenta dintre
itemii testului, competentele specifice si unitatile de continut evaluate;

- exemple de activitati remediale si/sau de progres (Fisa de lucru §), exemple care au legiturd cu
rezultatele posibile, obtinute de fiecare dintre elevii unei clase la care s-a aplicat evaluarea sumativa
la finalul acestei unitati de invatare; dintre activitatile propuse, profesorul poate selecta acele exemple
potrivite pentru elevii sai.

Continutul fiselor suport alocate activitatilor de invatare recomandate in proiectarea unititii urmaéreste
formarea si consolidarea competentelor specifice prevazute de programa scolard. Aceste competente se
regisesc si printre competentele evaluate in cadrul examenului de bacalaureat, au utilitate In rezolvarea
aplicatiilor cu caracter practic, modelate matematic cu ajutorul polinoamelor si sunt indispensabile pentru
parcurgerea optiméd a capitolului referitor la polinoame, impreund cu aplicatiile acestora in alte domenii
matematice.

Avand in vedere specificul/dinamica psiho-comportamentald a generatiilor aflate la etapa scolaritatii, este
necesard si eficientd diversificarea formelor de evaluare desfasurate pe parcursul unitatii de Invatare si
orientarea acestora catre metode colaborative, prin utilizarea inter-evaludrii elev-elev in cadrul activitétilor
desfasurate in perechi/pe echipe si/sau al derularii de proiecte pe grupuri de elevi, In cadrul lectiilor.

De asemenea, atat evaluarea initiala, cat si evaluarea la finalul unitatii de Invatare pot fi derulate sub diferite
forme, fie prin utilizarea testelor clasice, administrate pe hartie, fie prin utilizarea unor aplicatii digitale pentru
computer/tabletd/telefon, fie prin activitati desfasurate in perechi/pe grupuri de elevi sau prin proiecte
desfasurate in clasa, organizate de profesor in functie de specificul clasei; in cadrul tuturor acestor activitati
pot fi utilizati itemi din testele propuse pentru aceasta proiectare didactica.
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Proiectul unititii de invatare Raddcini ale polinoamelor, ecuatii algebrice

Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Nr. total de ore: 10 ore

Continuturi

Competente

polinoame de
grad cel mult 4
(2 ore)

cunosc radacinile sale
e Particularizarea relatiilor lui Viéte pentru
polinomul de grad 3

e Fisa suport 3 — paragraful 11
Activitate frontala

et X Activitati de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’
[se mentioneaza | [se precizeaza [vizate/recomandate de programa scolara [se precizeaza resurse de timp, de [se mentioneaza metodele,
detalieri de nr. criterial al sau altele adecvate pentru realizarea loc, material didactic, forme de instrumentele sau modalitdtile de
continut care competentelor competentelor specifice] organizare a clasei] evaluare utilizate]
expliciteaza specifice din
anumite programa
parcursuri] scolarad)]
L1. Radicini ale 1.1 e Recapitularea notiunilor ancora e Fisa de Ilucru 1 (evaluare | Administrarea probei
polinoamelor, 3.2.1 Elemente de continut vizate: initiala) Corectarea probei
solutii ale 5.2.1 Relatiile lui Viéte pentru ecuatia de gradul | e Formular Google — Fisa de | Oferirea de feedback personalizat
ecuatiilor al Il-lea, forma algebrica a unui polinom, lucru 1 Identificarea elevilor care necesita
algebrice impartirea  polinoamelor,  impartirea Activitate individuala suport remedial
(1 ore) polinoamelor prin X —a, divizibilitatea
polinoamelor,
e Ecuatie algebrica atasata unui polinom o Fisa suport 2— paragraful I si I1 Validarea si discutarea raspunsurilor
Activitate frontald oferite de elevi
e Determinarea radacinilor unui polinom prin | ® Fisa suport 2 - Fisa de lucru
rezolvarea ecuatiei algebrice atagate Activitate frontald
e Utilizarea operatiilor cu polinoame pentru
rezolvarea unei ecuatii algebrice
L2.-L3. 3.2.1 e Particularizarea relatiilor lui Viéte pentru | e Fisa suport 3 — paragraful | Validarea si discutarea raspunsurilor
Relatiile lui 5.21 polinomul de grad 2 Activitate frontala oferite de elevi
Viéte pentru 6.2.1 e Scrierea polinomului de gradul 2 cind se Verificarea notitelor elevilor

Evaluare prin sondaj
Validarea si discutarea raspunsurilor
oferite de elevi
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exercitiile 2 si 3

Contlflut.lll'l Com.petente Activitati de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’
e Scrierea polinomului de gradul 3 cand se
cunosc radacinile sale
3.21 e Particularizarea relatiilor lui Victe pentru | e Fisa suport 3 — paragraful 111 Validarea si discutarea raspunsurilor
5.2.1 polinomul de grad 4 Activitate frontala oferite de elevi
6.2.1 e Scrierea polinomului de gradul 4 cind se
cunosc radacinile sale
o Aplicarea relatiilor lui Viéte pentru calculul | e Fisa suport 3 — fisa de lucru 3 Validarea si discutarea raspunsurilor
unor expresii care contin radacinile unui | Activitate pe grupe oferite de elevi
polinom de grad cel mult 4 Prezentarea activitatii din fiecare
e Stabilirea naturii solutiilor unei grupa
ecuatii/radacinilor unui  polinom, in
conditii date
e Determinarea unor polinoame ale caror
radacini verifica conditii date
L4. 1.1 e Reactualizarea  elementelor  teoretice Validarea si discutarea raspunsurilor
Aplicatii ale 3.21 necesare rezolvarii aplicatiilor oferite de elevi
re.lé‘l‘gnler lui 5.2.1. e Determinarea radacinilor unui | e Fisa suport 4 — fisa de lucru, | Evaluare prin sondaj
Victe in 6.2.1 polinom/solutiilor unei ecuatii algebrice | paragraful I Validarea si discutarea raspunsurilor
rezolvarea unor care verifica o conditie datd Activitate frontald oferite de elevi
ecuatii algebrice . e . . ) e o
(1 ore) . Deterrrvnnvar.eav radacvmllor u'nui polinom care | ® Fisa suport 4 — fisa de lucru, Prezezntarea activitatii din fiecare
are o radacind dubla sau tripla paragraful II grupa
Activitate pe grupe
e Determinarea unui  parametru  cand | e Fisa suport 4 — fisa de lucru, | Validarea si discutarea rdspunsurilor
radacinile unui polinom/solutiile wunei | paragraful 111 oferite de elevi
ecuatii algebrice verifica o conditie data Activitate frontala Evaluare prin sondaj
LS. - Le. 5.2 e Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu e Fisa suport 5 — paragrafele I si Il | Validarea si discutarea raspunsurilor
Rezolvarea coeficientiin Q, R, C e Fisa suport 5 — fisa de lucru, | oferite de elevi
ecuatiilor exercitiul 1 Evaluare prin sondaj
algebrice cu Activitate frontald
coeficienti in 5.2.1 e Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu o Fisa suport 5 — paragraful II1 Validarea si discutarea raspunsurilor
z,Q,R,C coeficienti in Z Activitate frontala oferite de elevi
(2 ore) e Fisa suport 5 — fisa de lucru, | Evaluare prin sondaj
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Contlflut.lll'l Com.petente Activitati de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’
Activitate frontala
L7.-L8. 1.1 e Identificarea unor ecuatii binome; metode | ® Fisa suport 6 — paragraful I Verificarea notitelor elevilor
Ecuatii binome, 3.2.1 de rezolvare Activitate frontala Evaluare prin sondaj
ecuatii bipatrate, 5.2.1 e Exemplificarea etapelor de rezolvare a | ® Fisa suport 6 — fisa de lucru, | Validarea si discutarea raspunsurilor
ecuatii reciproce ecuatiilor binome exercitiul I oferite de elevi
(2 ore) Discutarea rezolvarii unei ecuatii binome Activitate pe grupe
Identificarea unor ecuatii bipatrate; metode | e Fisa suport 6 — paragraful II Verificarea notitelor elevilor
de rezolvare Activitate frontala Evaluare prin sondaj
Exemplificarea etapelor de rezolvare a | ® Fisa suport 6 — fisa de lucru,
ecuatiilor bipéatrate exercitiul II
Activitate pe grupe
1.1 Identificarea unor ecuatii reciproce de | ® Fisa suport 6 — paragraful III Evaluare prin sondaj
3.2.1 gradul al treilea; metode de rezolvare a Activitate frontala Validarea si discutarea raspunsurilor
5.2.1 ecuatiei reciproce de gradul al treilea e Fisa suport 6 — fisa de lucru, | oferite de elevi
Exemplificarea rezolvarii unei ecuatii exercitiul IIT
reciproce de gradul al treilea Activitate pe grupe
Determinarea unui parametru astfel incat o
ecuatie de gradul al treilea si fie ecuatie
reciproca
Determinarea unui parametru astfel incat o
ecuatie reciproca de gradul al treilea sa aiba
toate solutiile reale
Identificarea unor ecuatii reciproce de | ® Fisa suport 6 — paragraful IV Prezentarea activitatii din fiecare
gradul al patrulea; metode de rezolvare a Activitate pe grupe grupa
ecuatiei reciproce de gradul al patrulea e Fisa suport 6 — fisa de lucru, Validarea si discutarea raspunsurilor
Exemplificarea etapelor de rezolvare a unei |  exercitiul IV oferite de elevi
ecuatii reciproce de gradul al patrulea Activitate pe grupe
Discutarea, n functie de un parametru, a
naturii solutiilor unei ecuatii reciproce de
gradul 4
L9. Evaluare 1.1 . e Fisa de lucru 7 (test de evaluare | Administrarea probei
sumativa 3.2.1 * Evaluare sumativa sumativa) Discutarea unor itemi din test
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Contlflut.lll'l Com.petente Activitati de invatare Resurse Evaluare
(detalieri) specifice ’ ’

5.2.1 Activitate individuala

6.2.1
L10. Activitate 1.1 e Fisa de lucru 8 Corectarea probei
remediald si/sau 3.2.1 e Discutarea rezolvarii testului de evaluare Activitate frontald Verificare si feedback perechi
de progres 5.2.1 e Activitate remediala si/sau de progres Activitate in perechi
(1 ore)

Competente specifice
CS 1.1 Recunoasterea structurilor algebrice, a multimilor de numere, de polinoame si de matrice

CS 3.2.1 Aplicarea unor algoritmi in calculul polinomial sau in rezolvarea ecuatiilor algebrice

CS 5.2.1 Determinarea unor polinoame sau ecuatii algebrice care indeplinesc conditii date

CS 6.1.1 Exprimarea unor probleme practice, folosind structuri algebrice sau calcul polinomial

CS 6.2.1 Aplicarea, prin analogie, in calcule cu polinoame, a metodelor de lucru din aritmetica numerelor
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddcini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Fisa de lucru 1 — test de evaluare initiala
e Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 15 de minute.

¢ Pentru fiecare item, dintre cele patru variante de raspuns doar o varianta este corecta.
e Incercuiti litera corespunzatoare raspunsului corect.

Pentru cerintele 1 — 2, se considerd x; si x,, solutiile ecuatiei x* —3x—5=0.

7p 1. Xt Xy =

A5 B.3 C. 3 D. -5

8p 2. X1 Xy =

A. 5 B.3 .3 D. -5

C
15p | 3. Pentru m =1, gradul polinomului f =(1—m)X4 +(m2 —3m+2)X3 +mX? = X +1 este egal cu:

A. 4 B. 3 C.2 D. 1

ISp | 4. Se considerd polinomul /=X 3_ X%+ X —6. 0 radicini a polinomului f este egald cu:

A. -3 B. -1 C.2 D. 6

15p | 5. Valoarea polinomului f = 3X3— X2 +1 in @ =-1 este egald cu:

A. 3 B. -2 C. -1 D. 3

15p | 6. Restul impartirii polinomului f =3X 3_ X2 +1 lapolinomul g=X —1 este egal cu:

A. 0 B. 1 C.2 D.3

15p | 7. Catul impartirii polinomului f = X +2X2 + X +2 la polinomul g =X +2 este egal cu:

A. 0 B. X? C. X’ +1 D. X% +2
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddcini ale polinoamelor, ecuatii algebrice

Barem de corectare si de notare

1 2 3 4 5 6 7
B D C C A D C
p 8p 15p 15p 15p 15p 15p

Matricea de specificatii
Test de valuare initiala

Competente de evaluat
Continuturi XII XII IX XII

cs11 | cs321 | css6 | cssaq | rotl
Utilizarea relatiilor lui Viéte pentru
caracterizarea solutiilor unei ecuatii 1(10p) 20
de gradul al I1-lea si pentru 2(10p) P
rezolvarea unor sisteme de ecuatii
Forma algebrica a unui polinom 3 (10p) 5 (10p) 30p

4 (10p)

Teorema impartirii cu rest; 6 (10p)
impartirea polinoamelor, impirtirea p 7 (10p) 30p

cu X —a, schema lui Horner 8 (10p)
Divizibilitatea polinoamelor 9 (10p) 10p
Total 20p 30p 20p -~ o0p

Competente de evaluat asociate testului de evaluare initiali in cadrul unititii de invatare:

XII CS.1.1 Recunoasterea structurilor algebrice, a multimilor de numere, de polinoame si de matrice

XII CS.3.2.1 Aplicarea unor algoritmi in calculul polinomial sau in rezolvarea ecuatiilor algebrice

XII CS.5.2.1 Determinarea unor polinoame sau ecuatii algebrice care indeplinesc conditii date

IX CS.5.5 Utilizarea relatiilor lui Viéte pentru caracterizarea solutiilor ecuatiei de gradul al II-lea si pentru
rezolvarea unor sisteme de ecuatii

XII CS 6.2.1 Aplicarea, prin analogie, in calcule cu polinoame, a metodelor de lucru din aritmetica
numerelor

Testul de evaluare initiald pentru unitatea de invatare Raddcini ale polinoamelor, ecuatii algebrice poate fi
accesat online la adresa https://forms.gle/qiz79Sz3QGvBjvwus5 .
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L1: Radacini ale polinoamelor, solutii ale ecuatiilor algebrice

Fisa suport 2
L. Reamintim:
Consideram K unul din corpurile Q, R, C sau Z , cu p prim si un polinom f e K [X].
Definitie: Un element & € K se numeste riadécina a polinomului f daca f(«)=0.
Teorema lui Bezout: Se considerad un polinom f € K [X ] si @ € K. Numarul o este radicind a polinomului
f daca si numai daca polinomul X —« divide polinomul f .
Definitie: Se considera un polinom f e K [X ] de grad n e N*, un numar natural nenul m, m<n si ek .
o se numeste radacind multipla de ordin m a polinomului f dacd m este cel mai mare numar natural
pentru care (X - a)m | /. Numarul m se numeste ordinul de multiplicitate al radacinii o .

Observatie: « € K este radacina cu ordinul de multiplicitate m pentru un polinom f daca, atunci cand
determinam toate radacinile polinomului, sunt m radacini egale cu « .

Radacinile multiple de ordinul 2 se mai numesc si radacini duble ((X —a)2 | 1), iar cele de ordinul 3

radacini triple ((X - a)3 | /). O radacina cu ordin de multiplicitate 1 se numeste radacina simpla.

IL Definitia: Daca polinomul f* are gradul cel putin 1, atunci ecuatia f(x)=0 se numeste ecuatie algebrica
cu coeficienti in corpul K si necunoscuta x.

Observatii: 1) Daci f=a X" +a, (X" +..+aX +ay € K[X], a, #0, atunci ecuatia algebricd atasatd
polinomului f este a,x" +a, ;x"" +...+ q;x+a, =0 si are gradul » si coeficientii ay,a,...,a, €K .

2) Un element o € K este solutie a ecuatiei algebrice dacd acesta verifica ecuatia, ceea ce Inseamnd ca
f(a)=0,adicad o este radacina a polinomului f .

3) A rezolva ecuatia algebrica f(x)=0 inseamna a determina toate solutiile ei, deci a determina toate
radacinile polinomului f .

Exemplul 1: Fiind dat un polinom de gradul I, f=aX +b, cu a,bC, a#0, determinam radacina sa ca

. . . . . b L s s
solutie a ecuatiei algebrice atasate, ax+b=0. Solutia ecuatiei este x=——, deci polinomul f are radacina
a

b

a

Exemplul 2: Fiind dat un polinom de gradul II, f = aX?+bX +c, cu a,b,ceR, a#0, determindim

ridicinile sale ca solutii ale ecuatiei algebrice atasate, ax + bx +c =0 . Recunoastem aici o ecuatie de gradul

—b A —bxiN-A

—\/7 ;EC\R,penth<0
2a 2a

al doilea, iar solutiile sale sunt x; , = eR,pentru A>0 sau x;, =

Exemplul 3: Consideram polinomul f =3X>+2X? - X . Pentru a determina toate radicinile sale, rezolvim
ecuatia algebrici atasatd 3x> + 2x> — x = 0 . Aceasta se poate scrie x(3x2 +2x— 1) =0, deunde obtinem x=0
. . 1 e . .
sau 3x> +2x—1=0, deci solutiile sunt x; =0, x, =—1, x3 =§. Asadar, radacinile polinomului f* sunt —1,
1

0 si—.
3
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana

Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L1: Radacini ale polinoamelor, solutii ale ecuatiilor algebrice

Fisa suport 2 — fisa de lucru

1) Verificati dacd o =2 este radacind a polinomului f =-2X S+ X2-X+14.

2) Determinati numarul real m pentru care ecuatia xt—mx® - ( m+ l)x +4=0 are solutia a =-1.

3) Determinati radacinile complexe ale fiecdruia dintre urmatoarelor polinoame:
a) [=3X+4,;

b) g=—2X%+5X-2;

¢) h=2X>-X>—-X+2;
d)k:X4+X2—2;

e) f=X>-5X2-6X;

f) f=X>-3X2-4x+12.

4) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia 2x* — x> —13x—6 =0, stiind cd admite solutia o =3.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L1: Radacini ale polinoamelor, solutii ale ecuatiilor algebrice

Fisa suport 2 — fisa de lucru — recomanddri metodice pentru profesor

1) Verificati dacd o =2 este radacind a polinomului f =-2X S+ X2-X+14.

Rezolvare: f(2)=-2-2°+2* ~2+14=-16+4-2+14=0, a =2 este ridicind a polinomului /.

2) Determinati numarul real m pentru care polinomul f =X omx® - (m + l)X +4 are radacina a =-1.
Rezolvare: a=-1 este radacina a polinomului f*, deci f(-1)=0.

(—1)4 -m- (—1)3 —(m+1)-(-1)+4=0, de unde obtinem m=-3.

3) Determinati radacinile fiecaruia dintre urmatoarele polinoame:
a) [=3X+4;

b) g=—2X%+5X-2;
¢) h=2X>-X>—-X+2;
d) k=x*+Xx>-2;
e) f=X>-5X2-6X;
f) f=X>-3X2-4x+12.
Rezolvare: Pentru determinarea radacinilor polinoamelor, rezolvam ecuatiile algebrice atasate.

. - s . 4 oo . .
a) Ecuatia algebrica atasata lui f este 3x+4 =0 cu solutia x = -3 care este si radacina polinomului f .

b) Ecuatia algebrica atasatd lui g este —2x* +5x—2=0, cu solutiile x; =— si x, =2 care sunt ridicinile

1
2
polinomului g .

2

¢) Ecuatia algebrici atasati polinomului 4 este 2x> —x? —x+2=0, care se scrie (x + 1)(2x2 -3x+ 1) =0,

. .. . 1 Coge e . .
si are solutiile x; =—1, x, =1 si x3 = care sunt si raddcinile polinomului /.

d) Ecuatia algebrici atasatd polinomului k este x* + x> —2 =0, care se scrie (xz - 1)(x2 + 2) =0, cusolutiile
xy=-1, x, =1, x3 =—ix/2 si x, =i\/2, care sunt si ridicinile polinomului % .

e) Ecuatia algebrica atasati polinomului f este x’ —5x>—6x=0, care se scrie x(x2 —5x-— 6) =0, cu
solutiile x; =0, x, =—1 si x3 =6, care sunt si rddacinile polinomului f .

f) Ecuatia algebrica asociatd polinomului f* este x* —3x* —4x+12=0, care se scrie (x— 3)(x2 - 4) =0, de
unde obtinem x; =3, x, =2 si x3 =2.

4) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia 2x> — x> —13x — 6 =0, stiind ci admite solutia o =3 .

Rezolvare: Consideram f =2X> — X? —13X — 6. Conform teoremei lui Bezout, deoarece o =3 este radicini
a polinomului f, rezulti ca X -3 divide f. In urma impartirii lui f la X -3 se obtine

f=(X—3)(2X2+5X+2), deci ecuatia algebrici devine (x—3)(2x2+5x+2)=0, de unde se obtin

. . 1
solutiile x; =3, x, =2 §i x3 = 5
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L2—L3: Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad cel mult 4

Fisa suport 3

In programa claselor a IX-a si a X-a se face referire la relatiile care se pot stabili intre solutiile unei ecuatii
de gradul al doilea si coeficientii acesteia, relatii pe care le vom reaminti in cele ce urmeaza.

Relatii analoage au loc si in cazul ecuatiilor sau a polinoamelor de grad superior. Acestea au fost stabilite
de catre Frangois Victe (1540-1603) - matematician francez care a contribuit semnificativ la dezvoltarea
algebrei si este cunoscut pentru lucrarile sale in domeniul ecuatiilor algebrice.

Relatiile lui Viéte stabilesc o legatura intre coeficientii si radacinile unui polinom, respectiv solutiile unei
ecuatii algebrice. Aceste relatii sunt deosebit de utile In rezolvarea ecuatiilor algebrice, deoarece permit
extragerea informatiilor despre solutii fara a fi necesar sa le calculam explicit.

I. Relatiile lui Viéte pentru polinomul de grad 2 cu coeficienti complecsi
Pentru polinomul de grad doi f =aX?+bX +¢ cu a#0 si radacinile X i x,, relatiile lui Victe se
scriu astfel:

b
S=x1+x2=——
a

C
P:x1x2 =—
a

Observam ca cele doua relatii de mai sunt relatiile studiate in clasele a IX-a si a X-a la ecuatia de gradul
al doilea cu coeficienti reali.
Reciproc, dacd x;, x, sunt numere complexe, atunci un polinom f de gradul 2, care are radacinile x;

sl x, este de forma fza(XZ—SX+P),cu a#0, unde S=x;+x, s1 P=xx,.

Observatii:

1) in acest caz, aceste formule ne permit si calculdim suma si produsul solutiilor ecuatiei de gradul al doilea,
fara a calcula efectiv aceste solutii.

2) In unele cazuri, se pot calcula mintal solutiile unei ecuatii de gradul al doilea. Existd ecuatii de gradul al
doilea cu solutii reale, care pot fi precizate daca stim suma si produsul radécinilor.

3) De regula, daca pentru o ecuatie de gradul al doilea se precizeaza o relatie intre solutiile acesteia, atunci
sunt utile relatiile lui Viéte pentru determinarea solutiilor ecuatiei.

Exemplu: Pentru polinomul f =3X 2_X+ % , suma radacinilor sale este S =x; +x, = _b = %, iar produsul
a

331 11
este P=xx, =S oo
a 10 3 10

Evident, suma si produsul celor doua radacini erau dificil de calculat daca s-ar fi determinat efectiv
radacinile si apoi s-ar fi calculat suma si produsul acestora.

L1.

I1. Relatiile lui Viéte pentru polinoamele de grad 3
Pentru polinomul de grad trei f =aX® +bX? +cX +d , cu a#0, avand ridacinile x;,x,,x; relatiile
lui Viéte se scriu astfel:

Sl ZX1+X2 +X3 =——
a
C
8§y = X1Xp +xle +XZX3 =—
a

d

§3 = XX X3 = —;
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Reciproc, dacd x;,x,,x; sunt numere complexe, atunci un polinom de gradul 3 cu coeficienti complecsi
care are radacinile x,x,,x; este de forma f = a(X3 51 X2 45, X —S3), cuaz0.

Exemplul 1: Scrieti relatiile lui Viéte pentru fiecare dintre polinoamele:
a) =X —X?-2X-12;

b) f=X>-3X+2.
Rezolvare:
a) Pentru acest polinom coeficientii sunt a; =1, a, =-1, a;=-2 si ay =-12, iar relatiile lui Viéte sunt

urmatoarele:
-1
51 =X +.X'2 +X3 =——
Sy = X)Xy + X1X3 + XoX3 = T . deci 8§y = X)Xy + X1 X3 + Xy X3 = -2
_12 S3 :xleX3 =12
83 = XjXpX3 = ——1
b) Pentru acest polinom coeficientii sunt a3 =1, a, =0, @ =-3 si ay, =2, iar relatiile lui Viéte sunt

urmatoarele:

0
51:x1+X2+X3:_T
ST=X +Xy+x,=0

1 1 2 3

Sy =X Xy + X1 X3 + XpX3 = T ) deci Sy = XXy + X1X3 + Xy X3 = -3

83 = X1 XqX3 = —2

S3 = XIXZX3 = _T

I11. Relatiile lui Viéte pentru polinoamele de grad 4
Pentru polinomul de grad patru f =aX®* +bX> +cX? +dX +e, cu a#0 siridacinile x;,x,,x3,%4,
relatiile lui Viéte se scriu astfel:

51 =X +X2 +X3 +X4 =——
a
C
8§y = X)Xy + X1X3 + X1 X4 + Xy X3 + XXy + X3Xyq = —
a
8§3 = X1 Xp X3 + X1 XXy + X1 X3X4 + XoX3 Xy = ——
a

e
Sq4 = X Xp X3 Xy = —
a

Reciproc, daca x;,x,,x3,x4 € C sunt radacinile unui polinom f , atunci
fza(X4 —le3 +s2X2 —S3X+S4), cua=0.
Exemplul 1: Scrieti relatiile lui Viéte pentru polinomul f =2X%+ x> —1.
Cum a=2,b=1, c=0, d=0 si e=-1, relatiile lui Victe sunt
S| =X+ Xy + X3+ Xy =5
Sy = XXy + X X3 + X X4 + XyX3 + XXy + X304 =0

S3 = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + X2X3X4 =0

1
Sq4 = X XpX3Xy = _E

Exemplul 2. Determinati suma solutiilor ecuatiei x* — x> +3x? -3 =0.
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. . R, -1 .
Prima relatie a lui Viéte este x; +x, +x3 + x4 = I deci x; +x, +x3 + x4 =1.

Exemplul 3. Determinati numarul real m , astfel incat produsul radacinilor polinomului
f=-X*+4X?+3X —m este egal cu 5.

. N m .
Conform relatiilor lui Viete, x;x,x3x, = " m,deci m=35.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L2—L3: Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad cel mult 4

Fisa suport 3 — fisa de lucru
L

1. Se considerd x; si x, , ridicinile polinomului f = X% —5X +3.
a) Calculati x; +x, ;

b) Calculati x;x,;

¢) Aritati ca x7 +x3 =19;

d) Aritati ci x +x3 =80.

II.
1. Determinati suma radacinilor polinomului f = X3 —4X +5.

2. Determinati produsul radacinilor polinomului g =X> - X% +6.

3. Se considera polinomul f =2X°+mX?+ X —2m+3, unde m este numdr real. Determinati numarul real
m pentru care x; +x, + X3 —x;x,x3 =0, unde x;, x, si x; sunt radacinile polinomului f .
4. Se considera polinomul f = X+ x*+2x-9.

a) Calculati xl2 + x% + x32 ,unde x;, x, si x3 sunt radacinile polinomului f .

b) Aratati cd polinomul f nu are toate radacinile reale.
I11.
1. Se considera polinomul f = X*+3X2%+5X 1.
a) Aratati cd 0 nu este radacina a polinomului f .
b) Calculati x; ™' +x, '+ x3 ' +x, 7L
2. Determinati polinomul de gradul 4, cu coeficientul dominant egal cu 2, care are rdddcinile x; =-1, x, =1,
X3=281l x4=-5.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L2—L3: Relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad cel mult 4

Fisa suport 3 — fisa de lucru — recomanddri metodice pentru profesor

In functie de particularititile si nevoile de invatare ale elevilor, profesorul poate decide intercalarea unor
exercitii din fisa de lucru in paragrafele I, II si III. Fisa poate fi utilizata pentru lucrul in echipe/perechi si
pentru activitate diferentiatd, daca este cazul.

I.

1. Se considera x; si x, , radacinile polinomului f = X% —5X +3.
a) Calculati x; +x, ;

b) Calculati x;x,;

¢) Calculati x% +x3;

d) Calculati x;' +x3.

Rezolvare: Scriem relatiile lui Victe si obtinem:

a) SZX1+X2=—_T5=5;
3
b) P:xl'xZ=T=3 )

c) x12+x§ :(xl +X2)2 —2)C1'x2 :25—23:19’
d) x7 —5x +3=0,deci x} —5x% +3x, =0

X3 —5x,+3=0,deci x3 —5x3 +3x, =0

Adunand cele doud egalitati, obtinem x; +x; — 5(x12 +x5 ) +3(x; +x,)=0, de unde obtinem

3 +23 =5(xf 43 | =3(x +x;), deci ' +x] =5:19-3-5=80

Observatie. Calculul expresiilor de mai sus se poate efectua si dacd se determina efectiv radacinile
polinomului si valorile lor se inlocuiesc in expresiile respective. Insa aceasta metoda genereaza calcule
laborioase, 1n timp ce aplicarea relatiilor lui Viéte conduce la calcule scurte si simple.

I1.

1. Determinati suma radacinilor polinomului f = X3 —4X +5.

Rezolvare: Cum a=1, b=0, obtinem x; +x, +x3 =0.

2. Determinati produsul radacinilor polinomului g =X> - X% +6.

Rezolvare: Cum a=1, b=-1, ¢=0 si d =6, obtinem x;x,x3 =—6.

3. Se considera polinomul f =2X°+mX?+ X —2m+3, unde m este numdr real. Determinati numarul real
m pentru care x; + X, + X3 —x;x,x3 =0, unde x;, x, si x3 sunt radicinile polinomului f .

m 2m—3 . m 2m-3
Rezolvare: x; +xy +x3 = o AR = deci 5"

=0, de unde obtinem m =1

4. Se considerd polinomul f = X> + X% +2X-9.
a) Calculati xl2 +x§ + x32 ,unde x;, x, si x3 sunt radacinile polinomului f .
b) Aratati cd polinomul f nu are toate radacinile reale.
a) XXy +xyx3 +xox3 =2 8i (X +x5 +x3)(x; +x, +x3) =1, deci Xt + x5 +x3 +2(xx; +xx3 + Xpx3) =1, de
unde obtinem x? +x3 +x3 =-3.
b) Cum x{ +x3 +x3 =—3 <0, rezulta ci polinomul / nu are toate radacinile numere reale
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I11.

Exercitiul 1. Se considera polinomul f=X*+3X2+5X 1.
a) Aratati ca O nu este radacind a polinomului f .
b) Calculati x, ™" +x," +x; 7 +x,7" .

Rezolvare:

a) f(0)=-1#0,deci O nu este radacina a polinomului /.

_ _ _ _ I 1 1 I XX3X4 + X X3X4 + X1 X0 X4 + X1 X0 X3 S3 .
b) X 1+X2 1+X3 1+X41:—+_+_+_: 24344 1344 14244 1%2+3 _ °3 si, cum
xl XZ X3 )C4 x1x2x3x4 S4
- _ Co_ _ . I e L L
S3 = xl.X2X3 +XIXZX4 +XIX3X4 +X2X3X4 =-5 S1 Sq = xleX3X4 =-1 . Obtlnem X1 +x2 +X3 +.X'4 —_1—5 .

Exercitiul 2. Determinati polinomul de gradul 4 cu coeficientul dominant egal cu 2 si radacinile x; =-1,
X :1, X3 =2 Sl X4 =-5.

Rezolvare: Calculam s, =x; +x, + X3 + X4 =—=3, 5, = XXy + X1 X3 + X X4 + X X3 + XX + X34 =—11,

§3 = X)Xy X3 + X X9 X4 + X X3X4 + Xy X3X4 =3 $1 84 = X;X,X3x4 =10. Atunci polinomul cu aceste radacini si

coeficientul dominant 2 este f = 2(X4 +3X° 11X -3Xx + 10) .
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L4: Rezolvarea unor ecuatii algebrice utilizind relatiile lui Viete

Fisa suport 4 — fisa de lucru

I. Rezolvarea unei ecuatii algebrice ale carei solutii verifica o conditie data
Exercitiul 1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile urmétoare, stiind cé, fiecare ecuatie are
solutia specificata:

a) 2x° +3x* -1=0, xlzé;

b) x> —3x%+x+2=0, x=2.
Exercitiul 2. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile urmatoare, stiind cé, pentru fiecare ecuatie,
are loc conditia specificata pentru solutii:

a) x> —9x” +23x—15=0, x +x, =8;
b) x* +7x* +7x-15=0, x,-x, =15;
¢) x> +4x? —4x-16=0, X "Xy = X35

d) x* —6x° —7x* +48x-36=0, x; - xp +x3-x, =0.

I1. Determinarea radacinilor unui polinom care are o radacina dubla sau tripla

Exercitiul 3. a) Determinati radicinile polinomului f = X* —3X? +4, stiind ca are radicina dubld a =2.
b) Determinati radacinile polinomului f = X* - x> —3X% +5X —2, stiind ca are radicina tripld & =1.
Exercitiul 4: Determinati radacinile polinomului f =X 4 _3Xx3 + X% +4, stiind ci are radicina dubla 2.

Exercitiul 5: Determinati numerele reale m stiind ci polinomul f = X —5X?% +8X +m are o radacind dubla.

II1. Determinarea unui parametru cind solutiile unei ecuatii algebrice/radicinile unui polinom verifica
anumite conditii date
Exercitiul 6: Rezolvati ecuatiile urmatoare stiind cd, pentru fiecare ecuatie, solutiile ei verificd relatia
specificata:

a) x> -3x2+mx+3=0, x,+x,=0;

b) 432 +mx—1=0, XXy =13

¢) X —3x? —4x+m=0, 2x, =3x, .

Exercitiul 7: Rezolvati ecuatia x> —12x? + mx—28=0, unde m este numir real, stiind ci solutiile ecuatiei
sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Exercitiul 8: Rezolvati ecuatia x° +3mx” +(5m—1)x+8=0, unde m este numar real, stiind ci solutiile

ecuatiei sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

Pentru consolidarea competentelor din programa scolard si pregitirea pentru performantd, se recomanda
utilizarea resursei deschise:
https://www.youtube.com/watch?v=ewJRMCx58wU&list=PLnmTPGJ1y05MAsL6vbsGc8nYzCegNwVFu5
&index=9
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Raddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L4: Rezolvarea unor ecuatii algebrice utilizind relatiile lui Viete

Fisa suport 4 — fisa de lucru — recomandari metodice pentru profesor

Se recomanda utilizarea flexibila a fisei de lucru, alternand activitatea frontala cu cea individuala, diferentiata,
in acord cu ritmurile si nevoile de nvétare ale elevilor. Fisa include si exercitii pentru temé/studiu individual,
astfel incat profesorul poate selecta aplicatiile in functie de caracteristicile individuale si de grup ale elevilor.
De asemenea, se recomandd formarea obisnuintei elevilor de a identifica si compara/analiza diferitele
modalitati de rezolvare a unei ecuatii algebrice sau a unor etape din rezolvare. Argumentarea, de citre elevi, a
corectitudinii logice si instrumentale a unei metode de rezolvare constituie o forma de invatare elev-elev
eficienta gi stimulativa.

L.
Exercitiul 1: Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile urmatoare, stiind cé fiecare ecuatie are
solutia specificata:

1
a) 2x° +3x? -1=0, x =2

b) x> =3x2+x+2=0, X =2;

Rezolvare: a) Din prima si din ultima relatie a lui Viete pentru o ecuatie de gradul al treilea avem:
3 . 1 & A 1 . . . .
X+ Xy +x3 = - 1 x5 X3 =7 Intrucat x; = 5 obtinem x, +x3 =—2 si x,x3 =1. Stiind suma si produsul

celor doua numere x, si x3, acestea pot fi determinate ca solutii ale ecuatiei de gradul al doilea

x* —Sx+ P =0, adici ale ecuatiei x> +2x+1=0. Aceste sunt x, = x3 =—1.

b) Procedind ca la punctul a), avem: x; =2, x +x, +x3 =3, xx,x3 =—2, de unde obtinem x, +x; =1 si

1+£+/5

x,x; =—1. Asadar, x, si x; sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* —x—1=0, deci x, ; = .
’ 2

Exercitiul 2: Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile urmatoare, stiind cé, pentru fiecare ecuatie,
are loc conditia specificata pentru solutii:

a) x’ —9x” +23x—15=0, x +x, =8;

b) x* +7x* +7x-15=0, x,-x, =15;

©) x> +4x? —4x-16=0, x;- X, =X3;

d) x* —6x° —7x% +48x-36=0, x; - x, +x3-x, =0.

Rezolvare: a) Din prima relatie a lui Viete pentru o ecuatie de gradul al treilea obtinem x; +x, +x3 =9 si, cum
X +x, =8, rezultd cd x3 =1. Din a treia relatie a lui Viéte avem x;x,x3 =15= x;x, =15 §1 x; si x, sunt
solutiile ecuatiei de gradul al doilea x> —8x+15=0, deci x; =3 si x, =5.

b) Din a treia relatie a lui Viéte pentru o ecuatie de gradul al treilea obtinem x;x,x; =15 si, cum x;x, =15,
rezultd cd x;3 =1. Din prima relatie a lui Viete avem x; +x, +x3 =—7 = x; + x, =—8 s1 x; si x, sunt solutiile
ecuatiei de gradul al doilea x? +8x+15=0, deci x; =—3 si x, =-5.

¢) Din a treia relatie a lui Viéte pentru o ecuatie de gradul al treilea obtinem x;x,x3 =16 si, cum x;x, = x5,
rezultd cd x32 =16=x; =14.

Pentru x; =4, utilizim prima relatie a lui Viete x; +x, +x3=—4=x +x, =8, 1ar x;x, =4 si x; §i x,
sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x? +8x+4 =0, deci X, =—4% 243 , care nu convin (nu verificd a
doua relatie a lui Viéte pentru ecuatia data)

Pentru x; =—4, din prima relatie a lui Viéte obtinem x; +x, =0 si, cum xx, =—4, obtinem x; =-2 si
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x, =2, care convin.

d) Din ultima relatie a lui Viéte pentru o ecuatie de gradul al patrulea obtinem x;x,x3x4 =—36.

Cum x;-xy +x3-x4 =0=> X, - X, =—X3 - X4, obtinem x;x, =6 $1 x3x4 =—6 sau x;x, =—6 §1 x3x, =6.

Din a treia relatie a lui Victe obtinem xjx,x3 + XXX +X1X3%, + XyX3X4 =—48, care se scrie si
x1%5 (X3 + x4 )+ x334 (X +x, ) =—48. Alegand x;x, =6 si x3x4 =—6, obtinem (x3+x;)—(x +x,)=-8.
Coreland cu prima relatie a lui Viete, x; +x, +x3 + x4 =6, obtinem x; +x, =7 si x3 + x4 =—1. Prin urmare,
X, si x, sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* —7x+6=0, deci x; =1 si x, =6, iar x; si x, sunt
solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* + x—6=0, deci x3 =2 si x, =-3.

II.

Exercitiul 3: a) Determinati radacinile polinomului /= X> —3X2 + 4, stiind ci are ridacina dubld o =2.
b) Determinati radacinile polinomului f = X* - x> —3X% +5X —2, stiind ca are radicina tripld o =1.
Rezolvare: a) Considerand x; = x, =2, din prima relatie a lui Victe obtinem x; =—1.

b) Considerand x; = x, = x3 =1 si prima relatie a lui Viéte obtinem x, =-2.

Exercitiul 4: Determinati ridacinile polinomului f = X* —3X3 + X2 +4, stiind ci are radicina dubla 2.
Rezolvare: Considerdam x; =x, =2 si, cum x; +x, +x3+ x4 =3 $i X x,x3x4 =4, obtinem x;3 +x4 =—1 si
~1+i3

—

Exercitiul 5: Determinati numerele reale m, stiind ca polinomul f =X —-5X%+8X +m are o radicina

dubla.
Rezolvare: Considerdam x; = x, =« . Din prima relatie a lui Victe obtinem x; =5—2«a . A doua relatie a lui

x;%4 =1. x; si x, sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* +x+1=0, deci x; 4 =

.\ . . 4
Viéte devine 3a® —10a +8 =0, cu solutiile & =2 sau o = 3

Pentru o =2, rddécinile sunt x; =x, =2 §1 x3 =1, 1ardin x;x,x3 =—m=>m=—4.
4 . 7 112

5 S1 X3 :E, iar din X1Xp X3 =—m-m=——-

4 .
Pentru o =—, radacinile sunt x; = x, = .
3 27

I11.
Exercitiul 6: Rezolvati ecuatiile urmédtoare stiind ca, pentru fiecare ecuatie, solutiile ei verifica relatia
specificata:

a) x> —3x% +mx+3=0, x; +x, =0;
b) x* +3x% +mx—-1=0, x;x, =1 ;
¢) X’ —3x? —4x+m=0, 2x, =3x, .
Rezolvare: Vom utiliza pentru fiecare ecuatie relatiile lui Viéte.
a) x;+x, +x3 =3, XjX) +X;X3 +XyX3 =m S1 X;XpX3 =—3.
Avand x;+x, =0 s1 x;+x, +x3 =3=x3=3. Din xjx,x3 =-3=xx, =1, 1ar x; $i x, sunt solutiile
ecuatiei de gradul al doilea x* —1=0, deci x; =1 si x, =—1.
Se poate determina si numarul real m , utilizand a doua relatie a lui Viéte; obtinem m =—1.
b) X +x, +x3 =3, XXy +XX3 + Xox3 =m $1 xpxpx3 =1.
Deoarece xjx, =1, din xx,x3 =1, avem: x3 =1.
Din x; +x, + X3 =—3=>x; +x, =—4, iar x; si x, sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* +4x+1=0,
deci x; =2-3si Xy =2+3.
€) X+ Xy +X3=3, XXy +X1X3 +XpX3 =—4 SI X XoX3 =—M.

. . 3x o A o . . R . .
Din 2x; =3x, obtinem x; = 72 pe care il inlocuim in primele doua relatii ale lui Viete, se obtine un sistem

cu doud ecuatii si necunoscutele x, si x3. Din acest sistem se determind x, si x3, apoi x; .

Exercitiul 7: Rezolvati ecuatia x> —12x? + mx — 28 = 0, stiind ci solutiile sale sunt in progresie aritmetica.
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x1+

Rezolvare: x;,x,,x; sunt solutiile ecuatiei, deci x, = TZ’, deci x; +x3 =2x, . Din prima relatie a lui Viéte,

X +x, +x3 =12, se obtine x, =4. Asadar, x; +x3 =8 si xx3 =7, iar x; si x3 sunt solutiile ecuatiei de
gradul al doilea x* —8x+7=0,deci x; =1 si x;=7.

Prin inlocuirea necunoscutei cu una din solutiile calculate, se poate determina si numarul real m:
P-12-12+m-1-28=0= m=39.

Exercitiul 8: Rezolvati ecuatia x> +3mx? + (Sm - l)x +8=0,unde m este numar real, stiind ca solutiile sale
sunt in progresie geometrica.

Rezolvare: x,* = x;x;, unde x;,x,,x; sunt solutiile ecuatiei. Din a treia relatie a lui Viéte, xx,x; =8, se

obtine x23 =—8=x3=-2. Inlocuind solutia gdsitd in ecuatie, determindm numdrul real m:

(<2) +3m(=2) +(5m—1)-(-2)+8=0= m=~-1.
Prima si a treia relatie a lui Viete devin x; +x, +x3 =3 §1 xx,x3 =—8, de unde x; +x, =5 si x;x, =4. Prin

urmare, x; si x, sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x*> —5x+4=0, deci x, =1 si x3=4.

78



SIS BISINIEBUEE Procesul de predare — invatare — evaluare. Recomandari si exemplificari la disciplina matematica

Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z ,, p prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L5-L6: Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficientiin Z, Q, R, C

Fisa suport 5

Evidentiem in continuare cateva modalititi de a studia existenta anumitor tipuri de solutii pentru ecuatii
algebrice cu coeficientiin Z, Q, R, C si, eventual, de a rezolva aceste ecuatii.

I. Rezolvarea unor ecuatii algebrice cu coeficienti reali
Se considera polinomul /' =a X" +a, X" +...+a,X' +a,,avand coeficientireali, ne N, n>1, a, #0
. Daca numarul complex z=a+bi, cu b # 0 este radacina a polinomului f°, atunci:

1) numirul z=q—bi este radicind alui f;

2) zsi z au acelasi ordin de multiplicitate.

Exemplul 1: Rezolvati ecuatia 2x° +3x” +2x—2 =0, stiind c are solutia x, =—1—1i.
Rezolvare: Ecuatia are coeficientii reali si x, =—1-i€ C\R, deci x, =—1+i.
1

3 , 3 .
Cum x, +x, +x; =——, obtinem —2+x, =——, deci x; =—.
2 2 2

Exemplul 2: Se considera polinomul f =X —X?+mx+15,unde m este numar real. Determinati numarul
real m pentru care z=2—1i este radacina a polinomului f .

Rezolvare: Polinomul are coeficientii reali si x; =2—-ie C\RR, deci x, =2+i.

X, + X, +x; =1, de unde obtinem x; =-3 si, cum f(-3)=0, obtinem m=-7.

Observatie: Pentru determinarea numarului real m se poate utiliza direct f (2 —i ) =0, dar calculele sunt mai

ample.

Consecinte:
1. Orice polinom cu coeficienti reali are un numar par de radacini complexe care nu sunt reale.
2. Orice polinom cu coeficienti reali, de grad impar, are cel putin o radacina reala.

I1. Rezolvarea unor ecuatii algebrice cu coeficienti rationali

Se considerd polinomul f=a X" +a, X e+ a, X "4 a,, avand coeficienti rationali, neN, n>1,

a, #0. Dacd numarul r, =a+ \/Z ,cua,beQ, b>0si Jb e Q, este radacina a polinomului £, atunci:
1) numarul », =a—+/b esteradacind a lui f;

2) 1 sir, auacelasi ordin de multiplicitate.

Exemplul 1. Se considerd polinomul f =X —-2X?—-7X +m, unde m este numir rational. Determinati
numirul rational m , stiind cd numirul 2 ++/3 este radicina a polinomului f .
Rezolvare: Polinomul are coeficienti rationali si x; =2+ V3, deci Xy =2- V3.

Cum x; +x, +x; =2, obtinem x3 =—2, deci f(~2)=0, de unde obtinem m=2.

II1. Rezolvarea unor ecuatii algebrice cu coeficienti intregi
Se considerd polinomul f=a X" +a, X" +...+aX"' +aq, cu coeficienti intregi, neN, n>1, a, #0.

n—1
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1) Dacanumarul m = b (unde p, g suntnumere prime intre ele) este o radéacind rationala a polinomului
q

f,atunci p este divizor al termenului liber ( p/ ao) si g este divizor al coeficientului dominant
(q /a, ) .

2) In particular, daci numarul intreg m este ridicini a polinomului f, atunci m este divizor al
termenului liber (m / a;)

Observatii: Reformuland enunturile anterioare, obtinem:
1) Radacinile rationale ale unui polinom cu coeficienti rationali se gésesc printre numerele de forma
divizor al termenului liber

divizor al coeficientului dominant

2) Radacinile intregi ale unui polinom cu coeficienti Intregi se gasesc printre divizorii termenului liber al
polinomului.

3) Rezultatele anterioare ofera o modalitate de a eficientiza cautarea unor radacini ale unor polinoame,
respectiv solutii ale unor ecuatii algebrice.

Exemplul 1. Rezolvati ecuatia algebricd x* —3x’ +4x° —6x+4=0.

Rezolvare: Ecuatia algebrica are coeficientii intregi, deci solutiile Intregi, dacad exista, sunt printre divizorii
intregi ai numarului 4. Multimea divizorilor intregi ai numadrului 4 este D, :{—4,—2,—1,1,2,4}. Prin
verificare 1n ecuatie, obtinem ca 1 si 2 sunt solutii, deci x; =1, x, =2.

Cum x;+x, +x3+x4 =3 s1 x;x,x3x4 =4, obtinem x;+x4 =0 si x3x4 =2, deci x3 si x; sunt solutiile
ecuatiei x> +2 =0, de unde obtinem X3 = iN2 Sl x4 = -iN2.

Rezolvare: Polinomul are coeficienti rationali. Pentru a determina raddcinile rationale utilizam D, = {— 1, +1}

si D, = {—4, -2-1,+1,+2+ 4} si rddacinile rationale sunt printre elementele mulfimii —l,—l,l,l .
! 4’ 27472

. . 1 . e e . . .
Obtinem cd x, = = este singura radacina rationald a polinomului f .
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L5-L6: Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficientiin Z, Q, R, C

Fisa suport 5 — fisa de lucru

1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile, stiind ca fiecare ecuatie are solutia indicata:
a) x* —2x3 +4x? —2x+3=0, x, =1i;

b) x> +mx’-13x-6=0, X =1—\/5 si m este numar Intreg.

2. Rezolvati In multimea numerelor complexe ecuatiile algebrice:
a) x> —5x2+x+3=0;

b) 6x° +5x* —2x—1=0;

c) x* =33 +5x2 - 9x+6=0;

d) 2x3 +x* —4x-3=0.

3. Se consideri ecuatia x> + mx* +nx—1=0, unde m si 7 sunt numere intregi. Determinati numerele intregi

uuuuuu
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana

Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z p» D prim)

Unitatea de invitare: Raddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L5-L6: Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficientiin Z, Q, R, C

Fisa suport 5 — fisa de lucru — recomandari metodice pentru profesor

1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile, stiind ca fiecare ecuatie are solutia indicata:
a) x* —2x} +4x? —2x+3=0, x, =1i;
b) x* +mx? —13x—6=0, x, =1 -2 si m este numar Intreg.
Rezolvare:
a) Ecuatia are coeficientii reali, deci x, =—i si, cum x;+x,+x3+x,=2 sl XxXx,x3x4 =3, obtinem
X3 +Xx4 =2 si x3x, =3. Asadar, x; si x, sunt solutiile ecuatiei de gradul al doilea x* —2x+3=0, deci
Xy4=1£iN2.
b) Ecuatia algebrica are coeficientii rationali, deci x, =1+ V2 si, cum x;x,x3 =6, obtinem x3 =—6.
f (—6) =0, de unde obtinem m =4, care convine.
2. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile algebrice:
a) x> —5x2+x+3=0;
b) 6x° +5x* —2x—1=0;
©) x*—3x +5x> —9x+6=0;
d) 2x° +x* —4x-3=0.
Rezolvare:
a) Ecuatia are coeficientii intregi cu termenul liber 3. Verificdnd, obtinem x; =1. Din relatiile lui Viéte obtinem
Xy +x3 =4 §1 x,x3 =3, deci x, =27 si X3 =2+4/7.
b) Ecuatia are coeficientii intregi cu termenul liber —1. Verificand, obtinem cd x; =—1. Din relatiile lui Viéte
obtinem x, + x3 1 $1 Xpx3 = —l, deci x, 1 sl x; = —l.
6 6 2 3
¢) Ecuatia are coeficientii intregi cu termenul liber 6. Verificand, obtinem x; =1, x, =2 . Din relatiile lui Viéte
obtinem x3 +x, =0 si x3x4 =3, deci x3 =iv/3 1 xy4 =—i\3.
d) Ecuatia are coeficientii intregi cu termenul liber —3 . Verificand, obtinem cd x; =—1. Din relatiile lui Victe
obtinem x, =—1 si x; :E.

2

3. Se consideri ecuatia x> + mx*> +nx—1=0, unde m si 7 sunt numere intregi. Determinati numerele intregi

m s n pentru care ecuatia are doua radacini intregi distincte.

Rezolvare:

3

Cum ecuatia x> + mx? + nx—1=0, unde m si n sunt numere intregi, are coeficientii intregi, solutiile intregi

sunt printre divizorii termenului liber. Obtinem ca —1 si 1 sunt solutii, deci (—1)3 + n(—l)2 +m(-1)-1=0 si

P+n-1>+m—1=0, de unde obtinem m=1 si n=—1.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z p» D prim)

Unitatea de invitare: Rdaddacini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L7-L8: Ecuatii binome, ecuatii bipatrate, ecuatii reciproce

Fisa suport 6
I. Ecuatii binome

1. Definitie: O ecuatie de forma x" =a, unde ne N*, a e C se numeste ecuatie binoma.
Exemple de ecuatii binome: =5, =1+i, x> =-8, x* =4.
Scriind numarul a sub forma trigonometrica a = r(cost +1i sint) , rezolvarea ecuatiei x" =a se reduce la

determinarea radacinilor de ordinul # ale numarului complex a .
Observatie: Ne reamintim scrierea numarului complex a=x+iy, x,y€R sub forma trigonometrica

a= r(cost +i sint) ,unde r = |a| = \/xz + y2 este modulul numarului complex a , iar numarul ¢ se determina

. . X .
din relatiile cost ==, sint = Y ore [0,27).
r r
Ecuatia x" =a este echivalentd cu ecuatia x" = r(cost + isint) si are n solutii distincte
t+2kx . t+2kr
xk:(“/;[cos +isin j,unde kef{0,1,2,..,n—1}.

n n

2. Observatii:
1) Ecuatia x> =a, a € R, are solutiile Xjp = +Ja ,pentru @ >0 si x;, =+ix/—a , pentru a<0.

2) Ecuatia x°> =a°, aeR", se poate rezolva folosind formula x> —a° = (x—a)(x2 +ax+a’ ) . Aceasta

ecuatie are o solutie reald x; =a si doud solutii complexe care nu sunt reale, adicd solutiile ecuatiei
X’ +ax+a®=0.

3) Ecuatia x** =4, aeR*, keN*, are pentru @ >0 doua solutii reale X = +2/a si celelalte 2k —2
solutii sunt numere complexe care nu sunt reale, iar pentru a <0, are toate solutiile numere complexe care nu
sunt reale.

4) Ecuatia ¥ =4, aeR*, keN*, are o singurd solutie reala x; = 2k+\l/g , 1ar celelalte 2k solutii sunt

numere complexe care nu sunt reale.
5) Este important de retinut cd metodele generale de rezolvare a ecuatiilor algebrice pot fi utilizate pentru
rezolvarea ecuatiilor binome (sau alte ecuatii de tip particular).

I1. Ecuatii bipatrate
Definitie: O ecuatie algebricd de forma ax* +bx’> +¢=0, unde a,b,ceC, a#0 se numeste ecuatie
bipatrata.
Pentru rezolvarea unei ecuatii bipatrate parcurgem urmatoarele etape:
1) Notam x? =¢ si obtinem ecuatia ar> +bt+c=0.
2) Rezolvdm ecuatia ar® + bt + ¢ =0, obtinand solutiile 7, si ¢, .
3) Rezolvam ecuatiile x> = 4 s x? = t,, care sunt ecuatii binome si obtinem solutiile ecuatiei bipatrate
X{,Xy,X3,X4.
Observatii:
1) Cand rezolvam ecuatia in necunoscuta ¢, este important sa notdm corect solutiile sale cu ¢ si t,, pentru

a nu se confunda cu cele ale ecuatiei date.
2) Daca grupam 1n mod convenabil termenii ecuatiei si aplicdm factorul comun, putem scrie ecuatia

ax* + bx? + ¢ =0 sub forma «a (x2 -4 )(x2 —t ) =0, de unde obtinem direct ecuatiile x* =4 si x* =1,.
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I11. Ecuatii reciproce de gradul 3
Definitie: O ecuatie de forma ax® +bx* +bx+a =0, cu a,bcC, a#0 se numeste ecuatie reciproci de
gradul 3.

Se observa cd x=-1 este solutie a acestei ecuatii, deci putem descompune
ax> +bx> +bhx+a= (x+ 1)(ax2 +(b—a)x+ a) , folosind grupiri convenabile si dand factor comun x +1 sau

impartind polinomul asociat ecuatiei la X +1 (sau se pot utiliza relatiile lui Viéte pentru determinarea
celorlalte doud solutii). Solutiile ecuatiei reciproce sunt x; =-1 si x,, x; care sunt solutiile ecuatiei

ax? +(b—a)x+a=0.

. .. . 1
Observatie: Cum x, -x3 =1 (relatiile lui Viéte), avem x; =—.

X2
IV. Ecuatii reciproce de gradul 4
Definitie: O ecuatie de forma ax* +bx* +ex? +bx+a=0, cu a,b,ceC, a#0, se numeste ecuatie
reciproca de gradul 4.
Pentru a rezolva ecuatia, parcurgem etapele:

1) Impartim ecuatia cu x? (putem impdrti pentru ci x=0 nu este solutie a ecuatiei si consideram x #0) si

. b a
obtinem ax? +bx+c+—+—2=0.
X X

2 x

< .. L . . . 1 1
2) Grupam termenii cu coeficienti egali si ecuatia devine a (xz + —j + b(x + —j +c=0.
X

o 1 . 9 1 . A .
3) Notam x+—=¢ sirezultd x* + — = 1> —2 care se inlocuiesc in ecuatia de la punctul 2).
X X

4) Obtinem ecuatia ar® + bt +c—2a =0, cu solutiile #,¢, e C.
. o 1 . . .. 1 . 1 .
5) Revenim la substitutia x+—=¢ si obtinem ecuatiile x+—=# si x+—=t¢, sau x? —tx+1=0 s1
X X X
x> —t,x+1=0 cu solutiile x;,x,,%3,%4.
1

Observatie: Cum x; -x, =1 §i x3-x, =1 (din relatiile lui Viéte), x, =— si x4, =—.
X X3
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L7-L8: Ecuatii binome, ecuatii bipatrate, ecuatii reciproce

Fisa suport 6 — fisa de lucru
I. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) x*=-1;
b) x> —1=0;
¢) x> =-8;
d) x*=4.

I1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:
a) x* —4x?> +3=0;
b) x* -3x* -4=0.

I11.
1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) ¥ —2x? —2x+1=0;
b) 3x% +2x% +2x+3=0.
2. Se considera ecuatia (a+1)x* +5x* +(b+2)x+3a—1=0,unde a si b sunt numere reale.

a) Determinati numerele reale a si b pentru care ecuatia este ecuatie reciproca de gradul 3.
b) Pentru a =1 si b=3, rezolvati ecuatia.

3

3. Determinati numarul real m pentru care ecuatia x> + mx> +mx+1=0 are toate solutiile reale.

IV.
1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) X+’ —4x? +x+1=0;
b) x* —3x* +4x* —3x+1=0.

2. Discutati in functie de numarul real m , natura solutiilor ecuatiei x* +(m —1)x* + mx* +(m—1)x+1=0.
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Matematica

Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/siptimana

Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectiile L7-L8: Ecuatii binome, ecuatii bipatrate, ecuatii reciproce

Fisa suport 6 — fisa de lucru — recomandari metodice pentru profesor

Se recomanda utilizarea flexibila a fisei de lucru, alternand activitatea frontald cu cea individuala, diferentiata,
in acord cu ritmurile si nevoile de nvatare ale elevilor. Fisa include si exercitii pentru tema/studiu individual,
astfel Incat profesorul poate selecta aplicatiile in functie de caracteristicile individuale si de grup ale elevilor.
Se recomanda formarea obisnuintei elevilor de a identifica si compara/analiza diferitele modalitati de rezolvare
a unei ecuatii algebrice, prin metode generale sau, dacé este cazul, prin metode specifice unui tip de ecuatie
algebrica. Argumentarea, de citre elevi, a eficientei/optimalitatii unei metode de rezolvare, reprezinta o forma
de invatare elev-elev care dezvoltd mai mult decat competentele matematice ale acestora.

I. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) x*=-1;

b) x> -1=0;

¢) x> =-8;

d) x*=4.

Rezolvare:

a) Scriem forma trigonometrica a numarului complex —1: |—1| =1, cost=-1, sint =0,deci t = siobtinem

. .. .. +2 . TH+2
—l=cosz+isinz. Solutiile ecuatiei x*=-1 sunt xk:cosﬁ 4k”+ism” 4k”,ke{0,1,2,3}.

Inlocuind valorile lui & , se obtine forma algebrica a fiecarei solutii.
) . ~1-i3 . —1+i3

+x+1=0, de unde obtinem xzzT sl x3 = 5

¢) Pentru a rezolva ecuatia x>=-8 putem proceda ca in exemplele precedente:
T+2kr . 7r+2k7zj
+isin

sunt solutiile ecuatiei x

Pr=-=8ox = 8(cosz +isinz) cu solutiile x; = 2£cos ,ke{0,1,2} sau folosim

formula @ +b° =(a+ b)( —ab+ bz) si obtinem x’ +8=0< (x+ 2)(x2 —2x+ 4) =0 de unde rezultd
solutiile x; =—2, x,3 =1%i3.

d) Putem rezolva ecuatia x* = 4 procedand ca la punctele a) si b) sau folosind descompunerea in produs, caz
in care obtinem X -4=0c ( )(x + 2) (IR= (x + \/7)( ﬁ)(xﬂ'\/i)(x —i\/E) =0 cu solutiile
Xip =42 8 xyy =%in/2.

I1. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) x*—4x>+3=0; b)x*-3x2-4=0.

Rezolvare:

a) Notim x? =7 si obtinem ecuatia 1% —47+3=0 cu solutiile #, =1 si t, =3.

Revenim la substitutie si obtinem ecuatiile x* =1 si x* =3 cu solutiile x; =—1, x, =1, x=—/3 si
-

b) Notim x* =7 si obtinem ecuatia 1 —3¢r—4=0 cu solutiile ; =1 si 1, =4.

Revenim la substitutie si obtinem ecuatiile x> =—1 si x> =4 cu solutiile x, =i, x, =1, X3=-2 8l x4=2
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I11.

1. Rezolvati in mulfimea numerelor complexe ecuatiile:
a) x> —2x7 —2x+1=0;

b) 3x% +2x% +2x+3=0.

Rezolvare:

a) x3—2x2—2x+1=(x3+1)—2(x2+x)=(x+1)(x2—x+1)—2x(x+1)=(x+1)(x2—3x+1)=0, de unde

3445
5
b) Cum x =—1 este solutie a ecuatiei, vom descompune polinomul f =3X> +2X? +2.X +3 impartindu-I la

obtinem x; =—1 si x5 =

X +1, utilizdnd schema lui Horner:
X x* | x | x°
3 2 2 3
-1 [3 |-1]3 Jo
Obtinem f = (X + 1)(3)(2 -X+ 3) iar solutiile ecuatiei 3 +2x% +2x+3=0 (x + 1)(3)62 -x+ 3) =0
1+iv/35

Y

2. Se considera ecuatia (a+1)x> +5x* +(b+2)x+3a—1=0,unde a si b sunt numere reale.

sunt X1 = _1, Xy 3 =

a) Determinati numerele reale @ si » pentru care ecuatia este ecuatie reciproca de gradul 3.
b) Pentru a =1 si b=3, rezolvati ecuatia.
Rezolvare:
a+1=3a-1sib+2=5=a=1s1 b=3.
. . . . =3+i7
b) Ecuatia 2x> +5x% +5x+2=0 se scrie (x + 1)(2x2 +3x+ 2) =0l are solutiile x; =—1,x, 3 = T\f .

3

3. Determinati numarul real m pentru care ecuatia x> + mx> +mx+1=0 are toate solutiile reale.

Rezolvare:

Ecuatia se scrie (x+1)(x2 +(m —1)x+1) =0; x =—1 si ecuatia x* +(m—1)x+1=0 are solutii reale cand
A=(m+1)(m—3)=0 deci me(—o0,~1]U[3,+x).

IV.

1) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:
a) x*+x° —4x? +x+1=0;
b) x* —3x> +4x* -3x+1=0.

Rezolvare:
Y . 2 g 2 I 1 - > 1 1 D
a) Impartim ecuatia cu x“ si obfinem x +x—4+—+—2:O.Gruparn X" +— |+| x+—|-4=0 sinotam
X Xx X X
x+—=1,x"+—=t"—-2. Obtinem ecuatia t* +¢-6=0 cu 1, =-3 si £, =2. Avem ecuatiile x+—=-3 si
X X X

x+—=2 sau x*>+3x+1=0 si x>—2x+1=0, de unde se obtin solutiile ecuatiei reciproce

X
3445
XLZ = ,X3=X4 =1.
2
. T o - . 2 < . < 1 2 1 2
b) Cum O nu este solutie a ecuatiei, impartim ecuatia cu x~, grupam si notdm x+—=¢,x +—=1"-2.
X X

. . . . . 1 . 1
Obtinem ecuatia > —3r+2=0 cu solutiile .4y =1 si z, =2. Avem ecuatiile x+—=1 si x+—=2 sau

X X
. . 1+iy/3
x2—x+1=0 si x> —2x+1=0 cu solutiile Xip = ;\/7

,X3:.X4=1.
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2) Discutati in functie de numarul real m, natura ridacinilor ecuatiei x* +(m—1)x> +mx* +(m—1)x+1=0.
Rezolvare:

A . . A o A 1 . .

Impartind ecuatia cu x?, grupand termenii si notind x+—=¢, x° +—2=t2 —2 obtinem ecuatia
X X

£?+(m-1)t+m-2=0 cu solutiile {4 =-m+2 si t,=-1. Vom avea ecuatile x*+x+1=0 si

x° +(m—1)x+1=0.Ecuatia x?+x+1=0 are A=-3<0 deci x;,x, e C\R iarecuatia x> +(m—-1)x+1=0

are A=(m+1)(m—3), deci pentru me(—1,3), A<0 si x3,x, € C\R, iar pentru me(—oo,—l]u[3,+oo),
A>0 si x3,x,€R.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L9: Evaluare sumativa la finalul unititii de invitare

Fisa de lucru 7 — test de evaluare sumativd

e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 40 de minute.

I. Incercuiti litera corespunzitoare raspunsului corect.

10p | 1. O ridécind a polinomului /' =2X> —3X2% —4X +1 este:
A. 0 B. 1 C. -1 D. 2
10p | 2. Suma solutiilor ecuatiei algebrice x* — x*> —5x+3=0 este egald cu:
A. 1l B. -1 C.5 D. -3
10p | 3. Numirul radicinilor intregi ale polinomului £ =2X3 —2X? — X —1 este egal cu:
A. 0 B. 1 C.2 D. 3
I1. Pe foaia de test scrieti rezolvarile complete.
1. Se considera polinomul f = X> + mX? +4X +1, cu raddcinile x;,x, si x;, unde m este numar
real.
10p | a) Ardtati cd, pentru orice m € R, o =0 nu este rddicina a polinomului f .
10p | b) Aratati ca 1 + x + L —4 , pentru orice numar real m .
XX X3
10p | ©) Pentru m =4, determinati radacinile polinomului f.
10p | d) Demonstrati ci polinomul f nu are toate radécinile reale, pentru orice m € (—2\/5 , 242 )
2. Se considera ecuatia x* —2x” +ax—8=0, unde a este numar real.
10p | a) Determinati numdrul real a pentru care 2 este raddcina a polinomului f.
10p | b) Pentru a =0, rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Lectia L9: Evaluare sumativa la finalul unititii de invitare

Test de evaluare sumativa
Barem de corectare si de notare

90

I 1.C 10p
) 2. A 10p
3.B 10p
IL1. a) f(O) =0%+m-0%+4-0+1=1, pentru orice numar real m S5p
/(0)#0=a =0 nu este radacina a polinomului f Sp
b) xle +X2X3 +X3xl =4 Sl XIX2X3 =-1 4p
i+L+L=xlx2+x2x3+x3xl=i=_4 6p
X1 Xy X3 X1 X X3 -1
¢) f(~1)=(=1)’ +4-(=1)" +4-(=1)+1=0, deci x =1 4p
3+4/5
X3 = 6p
2
d) xlz + x22 + x32 = (xl + Xy + X3 )2 - 2(xlx2 +X1X3 + X3 ) —m* -8 5p
me (—2\5, 2\/5) =m’-8<0= x12 + x22 + x32 <0, deci f nu are toate radacinile numere sp
reale
IL2. | a) 24 -2.224+4.2-8=0, deci 16—8+2a—-8=0 6p
a=0 4p
b) x* —2x? ~§=0, deci (x* +2(x* ~4]=0 6p
x1=—2, szz,X3=_i Z,X4=i\/§ 4p
Matricea de specificatii
Test de evaluare sumativa
Competente de
: . evaluat | cgq g CS3.2.1 CS5.2.1 CS6.2.1 | Total
Continuturi
Radacini ale L.1. (10p)
polinoamelor 11.1.a) (10p) 11.22) (10p) A
Relatiile lui Viéte 1.2 (10p)
pentru polinoame de IL.1.b) (10p) | I.1c) (10p) 40p
grad cel mult 4 II.1.c) (10p)
Rezolvarea ecuatiilor
algebrice cu coeficienti 1.3 (10p) 10p
inZ,Q, R, C
Ecuatii binome, ecuatii
bipatrate, ecuatii I1.2b) (10p) 10p
reciproce
Total 20p 30p 30p 10p 90p
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Competente de evaluat asociate testului de evaluare sumativa:

CS 1.1 Recunoasterea structurilor algebrice, a multimilor de numere, de polinoame si de matrice

CS 3.2.1 Aplicarea unor algoritmi in calculul polinomial sau in rezolvarea ecuatiilor algebrice

CS 5.2.1 Determinarea unor polinoame sau ecuatii algebrice care indeplinesc conditii date

CS 6.2.1 Aplicarea, prin analogie, in calcule cu polinoame, a metodelor de lucru din aritmetica numerelor
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Activitati remediale sau de progres

Fisa suport — fisa de lucru 8

Activitdti remediale
1. Verificati, pentru fiecare polinom, daca numarul dat este radacind a polinomului f :

a) f=X>+X>-X-1, x=-1;
b) f=2X>-5Xx-6, x=2;
¢) f=Xx*-5x-6,x=1.

2. Scrieti relatiile lui Viéte pentru fiecare dintre polinoamele urmatoare:
a) f=X>+2X%+3X—1;

b) f=X>-2X+3;

¢) f=X>+2X2+2.

3. Se considera polinomul f = X° —6X% -6, cu rddicinile x;, x, si x;.
a) Aratati ca 0 nu este radacind a polinomului f .
b) Calculati xx,x3 (x; + X, +x3).
.1 1 1
¢) Calculati + + .
XXy X3 XX

4. Determinati radacinile fiecdruia dintre polinoamele urmaétoare:
a) f=X>-3X2-10X;

b) f=x-x*-x-2;

¢) f=X>+2X>-X-2;

Activitdti de progres

3 3

1. Se consideri ecuatia x°> — x% + 4x—1=0. Calculati x; +x5+x;,unde x;, x, si x; sunt solutiile ecuatiei

algebrice date.

2. Se considerd polinomul f = X3 +2X?%+aX —a,unde @ este numdr real.
a) Ardtati ¢ (1-x;)(1—x,)(1—x3) =3, pentru orice numdr real a .

b) Aratati ca existd un unic numar natural a pentru care polinomul f are toate radacinile numere intregi.

3. Se considerd polinomul f = X% +2X% -6X? +2X +a,unde a este numir real.
a) Determinati numarul real a@ pentru care polinomul f este divizibil cu polinomul g=X —1.
b) Pentru a =1, aratati ca polinomul f are o radacina dubla.

4_x3+3x%> + mx+ p=0 nu are toate solutiile reale, pentru orice numere reale m si

4. Aréatati ca ecuatia x
p-
5. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia x* — (1 +i )x2 +i=0.
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Matematica
Clasa a XII-a — programa scolara M2 (stiinte ale naturii), 3 ore/saptamana
Domeniul de continut: Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q,R,C,Z Pz prim)

Unitatea de invitare: Rdaddicini ale polinoamelor, ecuatii algebrice
Activitati remediale sau de progres

Fisa suport — fisa de lucru 8 — recomandiri metodice pentru profesor

Activitati remediale

Pentru activitétile remediale, se recomanda utilizarea unor formule standardizate 1n intelegerea ipotezei,
descrierea detaliatd a instrumentelor/proprietatilor matematice utilizate si a secventelor logice din etapele de
rezolvare a unei probleme, precum si implicarea elevilor in identificarea unor conexiuni intre ipoteze si
algoritmi de lucru.

Activitati de progres

1. Se consider ecuatia x® —x? +4x—1=0. Calculati x +x3 +x3, unde x;, x, si x; sunt solutiile ecuatiei

algebrice date.

3 3

—x? +4x-1=0 si,cum x;, i =1,3 este solutie a ecuatiei, obtinem x} — x? +4x;, —1=0, i=1,3

1
si adunand termen cu termen egalititile obtinem x +x3 + x3 —x{' — x5 — x5 +4x, +4x, +4x; —3=0, deci

3 3 3_.2 2 2
X1 +X2 +X3 =X +X2 +X3 —4(x1+x2 +X3)+3.

Rezolvare: x

X +xy +x3 =1 §1 X, +xx3 + x,x3 =4, de unde obtinem x? + x3 +x3 =—7, deci x +x3 +x3 =-8.

2. Se considera polinomul 7 =X 342X +aX —a,unde a este numar real.

a) Aratati cd (1-x;)(1-x,)(1-x3)=3, pentru orice numar real a .

b) Aratati ca exista un unic numar natural @ pentru care polinomul f are toate radacinile numere intregi.
Rezolvare:

a) (1-x)(1-x)(1-x3) =/ (1)=3.

b) x{ +x3 +x3 =4—2a i, cum a este numdr natural si polinomul f are toate ridicinile numere intregi,
obtinem ca 4 —2a este numar natural, deci ¢ =0 sau a=1 sau a=2.

Pentru a=0, f =X’ +2X%=X?(X +2), curadacinile x, =x, =0 §i x; =-2, deci a=0 convine

Pentru a=1, f=X>+2X%+X -1, care ar putea avea ridicinile intregi —1 sau 1, dar f(—l) =—1 si
f(1)=3, deci a=1 nu convine.

Pentru a=2, x{ +x3 +x3 =0 si raddcinile sunt numere intregi, deci x; = x, =x; =0, adica f(0)=0; cum

f=X?+2X%+2X -2, obtinem f(0)=-2, contradictie, deci @ =2 nu convine

3. Se considera polinomul f =X 442X -6X?+2X +a,unde a este numdr real.

a) Determinati numarul real a@ pentru care polinomul f este divizibil cu polinomul g=X —1.

b) Pentru a =1, aratati ca polinomul f are o radacina dubla.

Rezolvare:

a) f sedividecu g=X -1, deci f(l) =0, de unde obtinem a =1.

b) Ecuatia atasati polinomului este x* + 2x> —6x> +2x+1=0 care, prin impartire la x> cu X nenul, devine
2

x +L+2[x+lj—6:0;noténd x+l=y,rezult?1 2 +2y—-8=0, cusolutiile y, =2 si y, =—4

x2 X X

X+ 1 =2, de unde obtinem x; =x, =1 si x+ 1 =4, de unde obtinem x; 4 =-2+ V3, deci polinomul f are
X X
o radacina dubla.
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4

4. Aritati cd ecuatia x* — x> +3x? + mx+ p=0 nu are toate solutiile reale, pentru orice numere reale m si

p-

Rezolvare:

Y3 3% mx p=0 ar avea toate solutiile reale, ar rezulta ca xl2 >0,

2

Presupunand cad ecuatia x
%% >0, x;2 >0 si x,° >0, de unde s-ar obtine x> + x,% + x3% + x,° > 0. Calculdim suma patratelor solutiilor
cu ajutorul relatiilor lui Viete si avem x,® + x,” +x3> +x,° =5, —2s, =1 =2.3=-5. Observam astfel ca
obtinem x;? + x, + x;> + x,° <0 ceea ce contrazice afirmatia x> + x,” + x3> + x,” > 0 . Asadar, presupunerea
de la Inceputul rezolvarii este falsa si ecuatia nu poate avea toate solutiile numere reale.

5. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia x* —(1+i)x* +i =0.

Rezolvare:

Ecuatia se scrie x*—x? —ix> +i=0, deci (x2 —1)(x2 —i) =0.
Ecuatia x? =1 are solutiile x, , =*1.

T T
- - —+2kx —+2krx
= COSE + isinE siare solutiile x; =cos 5 +isin

A i\

unde k €{0,1}, deci xXp=cos+isinm =24 N2 g x = N2 N2
4 4 2 2 2 2

Observatie: Putem rezolva ecuatia x* =i si scriind x=a +bi, a,beR, x> =a®> —b> +2abi=0+1-i,de

> N2, 2 V2 V2 V2 2

Ecuatia binoma x> =i se scrie sub forma x?

2

unde obtinem a? —b? =0 si 2ab=1 deci @, =——, b = Sl ay=———,by=———,1ar x; =—+i—
2 2 2 2 2 2
2 2
Xy = —g - 1£ Asadar solutiile ecuatiei bipatrate sunt x; , = %1, x3 4 = 4{\/2_ +i %]
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