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COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

Ce vei invata anul acesta la matematica?

1. Identificarea unor date, marimi
si relatii matematice, in
contextul in care acestea apar

1.1. Identificarea unor notiuni specifice
multimilor si relatiei de divizibilitate in N

1.2. Identificarea rapoartelor, proportiilor si

a marimilor direct sau invers
proportionale

1.3. Identificarea caracteristicilor numerelor
intregi in contexte variate

1.4. Recunoasterea fractiilor echivalente, a
fractiilor ireductibile si a formelor de
scriere a unui numar rational

1.5. Recunoasterea unor figuri geometrice
plane (drepte, unghiuri, cercuri, arce de
cerc) in configuratii date

1.6. Recunoasterea unor elemente de
geometrie plana asociate notiunii de
triunghi

2. Prelucrarea unor date
matematice de tip cantitativ,
calitativ, structural, cuprinse
in diverse surse
informationale

2.1. Evidentierea Tn exemple a relatiilor de
apartenentd, de incluziune, de egalitate
si a criteriilor de divizibilitate cu 2, 5,
10", 3si91n N

2.2. Prelucrarea cantitativa a unor date
utilizand rapoarte si proportii pentru
organizarea de date

2.3. Utilizarea operatiilor cu numere intregi
pentru rezolvarea ecuatiilor si
inecuatiilor

2.4, Aplicarea regulilor de calcul cu numere
rationale pentru rezolvarea ecuatiilor
detipul:x+a=b,x-a=b,x:a=b
(a#0),a-x+b=cundea,bsicsunt
numere rationale

2.5. Recunoasterea coliniaritatii unor
puncte, a faptului ca doua unghiuri
sunt opuse la varf, adiacente,
complementare sau suplementare si a
paralelismului sau perpendicularitatii a
doua drepte

2.6. Calcularea unor lungimi de segmente,
masuri de unghiuri in contextul
geometriei triunghiului

3. Utilizarea conceptelor sia
algoritmilor specificiin
diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor modalitati adecvate de
reprezentare a multimilor si de
determinare a c.m.m.d.c. si a c.m.m.m.c.

3.2. Aplicarea unor metode specifice de
rezolvare a problemelor in care intervin
rapoarte, proportii si marimi direct/
invers proportionale

3.3. Aplicarea regulilor de calcul si folosirea
parantezelor in efectuarea operatiilor
cu numere intregi

3.4. Utilizarea proprietatilor operatiilor
pentru compararea si efectuarea
calculelor cu numere rationale

3.5. Utilizarea unor proprietati referitoare la
distante, drepte, unghiuri, cerc pentru
realizarea unor constructii geometrice

3.6. Utilizarea criteriilor de congruenta si a
proprietatilor unor triunghiuri
particulare pentru determinarea
caracteristicilor unei configuratii
geometrice

4, Exprimarea in limbajul
specific matematicii a
informatiilor, concluziilor si
demersurilor de rezolvare
pentru o situatie data

4. Exprimarea Tn limbaj matematic a unor
situatii concrete care se pot descrie
utilizdnd multimile si divizibilitatea Tn N

4.2. Exprimarea in limbaj matematic a
relatiilor si a marimilor care apar in
probleme cu rapoarte, proportii si
madrimi direct sau invers proportionale

4.3. Redactarea etapelor de rezolvare a
ecuatiilor si a inecuatiilor studiate in
multimea numerelor intregi

4.4. Redactarea etapelor de rezolvare a
unor probleme, folosind operatii in
multimea numerelor rationale

4.5. Exprimarea, prin reprezentari
geometrice sau in limbaj specific
matematic, a notiunilor legate de
dreaptd, unghi si cerc

4.6. Exprimarea in limbaj geometric
simbolic si figurativ a caracteristicilor
triunghiurilor si ale liniilor importante
in triunghi

5. Analizarea caracteristicilor
matematice ale unei situatii
date

5.1. Analizarea unor situatii date in
contextul multimilor si al divizibilitatii
inN

5.2. Analizarea unor situatii practice cu
ajutorul rapoartelor, proportiilor si a
colectiilor de date

5.3. Interpretarea unor date din probleme
care se rezolva utilizind numerele
intregi

5.4. Determinarea unor metode eficiente in
efectuarea calculelor cu numere
rationale

5.5. Analizarea seturilor de date numerice
sau a reprezentarilor geometrice in
vederea optimizarii calculelor cu
lungimi de segmente, distante, masuri
de unghiuri si de arce de cerc

5.6. Analizarea unor constructii geometrice
in vederea evidentierii unor proprietati
ale triunghiurilor

6. Modelarea matematica a unei
situatii date, prin integrarea
achizitiilor din diferite
domenii

6.1. Transpunerea, in limbaj matematic, a
unor situatii date utilizand multimi,
operatii cu multimi si divizibilitatea Tn N

6.2. Modelarea matematica a unei situatii
date in care intervin rapoarte, proportii
si marimi direct sau invers
proportionale

6.3. Transpunerea, in limbaj algebric, a unei
situatii date, rezolvarea ecuatiei sau
inecuatiei obtinute si interpretarea
rezultatului

6.4. Interpretarea matematica a unor
probleme practice prin utilizarea
operatiilor cu numere rationale

6.5. Interpretarea informatiilor continute in
reprezentari geometrice pentru
determinarea unor lungimi de
segmente, distante si a unor masuri de
unghiuri/arce de cerc

6.6. Transpunerea, in limbaj specific, a unei
situatii date legate de geometria
triunghiului, rezolvarea problemei
obtinute si interpretarea rezultatului
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GHID DE UTILIZARE A MANUALULUI DIGITAL

Manualul digital reproduce integral versiunea tiparitd, oferind elevilor posibilitatea de a interactiona cu diverse
elemente de continut. Astfel, acestia vor putea sa vizioneze animatii sau filme, sa rezolve exercitii interactive si sa
navigheze prin manual.

Simboluri:
1. Elemente grafice 2. Elemente video 3. Exercitii interactive
(AMII-uri statice): (AMII-uri animate): (AMII-uri interactive):
imagini, informatii si activitati videoclipuri cu informatii si exercitii de alegere multipla, de
suplimentare. activitati suplimentare, curiozitati. tip adevarat sau fals, de asociere,

de completare etc.

Cum se foloseste manualul digital?

1. Meniul superior

QQ Marire/micsorare - se mdreste sau se
micsoreaza fereastra.

Q Cautare - pot fi efectuate cautari in
manualul digital dupa cuvinte-cheie.

Pagina urmatoare - se acceseaza pagina
urmatoare paginii curente.

Salt la ultima pagina - se acceseaza ultima
pagina a manualului digital.

v ¥

« === Cuprins - deschide cuprinsul manualului
o digital.

Adnotari - deschide o galerie de instrumente,
cu functii diferite, ce permit operatii in timp

real: sublinieri, adnotari, incercuiri, demarcari,

« In:';\pm la 'prv|ma pagina - s‘e‘revme la masciri, evidentieri etc.
prima pagina a manualului digital.

I
N

) oL o Tipareste pagini din manualul digital.
e Pagina anterioara - se acceseaza pagina

anterioara paginii curente. o Indicatii - se acceseaza ecranul cu indicatii.

2. Ajutor in utilizarea exercitiilor interactive (AMIl-urilor interactive):

Deschide exercitiul interactiv dand click pe O. pentru exercitiile de completare, utilizeaza mouse-ul pentru
a pozitiona cursorul pe spatiul in care doresti sa completezi. Pentru exercitiile de alegere, urmareste cerinta, apoi
utilizeaza mouse-ul si apasa pe varianta de raspuns pe care o consideri corecta. Apasa butonul Verifica pentru a vedea
daca ai ales corect. Pentru toate tipurile de exercitii apare «" in cazul raspunsului corect si 3 in cazul raspunsului
gresit. Pentru a relua rezolvarea exercitiului, apasa butonul Mai incearca.

3. Ajutor in utilizarea elementelor video (AMII-urilor animate):

Apasa butonul @) pentru a deschide videoclipul. Butonul Play (Vizualizare) este localizat pe bara de jos a ferestrei,
alaturi de Volum si de optiunea Afisare completa pe ecran. Pentru a opri temporar videoclipul, apasa butonul Pauza,
de pe bara de jos a ferestrei. Pentru a inchide videoclipul, apasa butonul @ din coltul din dreapta sus al ferestrei.

4, Ajutor in utilizarea elementelor grafice (AMII-urilor statice):

Apasa butonul €. Imaginea se va deschide intr-o fereastrd noud. Apasd butonul €@ din coltul din dreapta sus,
pentru a inchide imaginea.

N 6



RECAPITULARE INITIALA

Recapitulare initiala

1. Ordoneaza crescator seturile de numere:

a) 1101, 11100, 11 010, 11101, 10 111; €)1,5; 1,35; 1,52; 2; 1,495; e) 2, % 13%
8 3 2)3 0. l § § 2 1 ~. 3 2
b) 38, 273, (3%)3, 81, 2022 d) 9643 f)14,4,14,133,25-
o) 2 112 13 14
Exemplu: e) 55/ 5575
2. Rotunjeste numarul:
a) 124 053 la sute; b) 64 231 la zeci de mii; c) 123,825 la zecimi; d) 0,52572 la sutimi.
Indicatie: Se scriu aproximadrile prin lipsd si prin adaos.
3. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect.
a) Produsul numerelor 1,23 si 100 este egal cu:
A. 12,3; B. 0,0123; C.123; D. 1230.
b) Rezultatul calculului 23 - 22 este egal cu:
A.2; B. 4; C.0; D. 12.
¢) Suma numerelor % si g este egala cu:
6 . 6. . 3
A.ﬁ, B'h' C.1, D. o
d) Fractia ordinara ireductibila echivalenta cu % este:
5. &, 3. 1
A.2, B'1' C.2, D.4.
Exemplu: a) C.
4, Calculeaza:
.90 -19 . 3 29,510 _3°
a)12+2020:20-19-3; e)3- 8 *379 "
. 2 . 3 , 100,
b)1+2+3+.. +50-275; f) == 100 100 100 100,
c)[5+5-(52+5%:57)]: 51 g)14-2,5+1,52-3,6:09;
1,1,1,1).9. _ _
d)(1+3+3+3+3) 3 h) 3.4 +3,(4) - 3,04 - 3,0(4).

Indicatie: Se tine cont de ordinea efectudrii operatiilor.
5. Determina ultima cifra a numarului natural m:
a)m = 55%+99%: h)m = 210+ 310+ 710,
6. a) Determina cel mai mare numar natural care da catul 20 prin impartire la 17.
b) Determina cel mai mic numar natural care, prin impartire la 23, da catul 10.
Indicatie: deimpdrtit = impadrtitor - cat + rest
7. Calculeaza media aritmeticd a numerelor: a) 28 si 36; b) 225 si 475; c) 154, 24 si 17.
8. Scrie divizorii numarului: a) 36; b) 81; c) 144; d) 96.
9. Scrie cate trei multipli nenuli ai numarului: a) 24; b) 56; c) 18.

10. Scrie sub forma de fractie ordinara ireductibila: a) 22, b) %; ©)1,2(3); d) 0,(6); e) 1,25.

11. Demonstreaza ca numarul m = ab + ba + 143 este divizibil cu 11, oricare ar fi numarul natural de doua
cifre ab.

12. Demonstreaza ca numarul @ = 2" +2"*1+21+2 + 21*3 este multiplu al numarului 15, pentru oricare numar
natural n.

13. Diferenta a doua numere rationale pozitive este 3,2. Determina cele doua numere, stiind ca unul dintre ele

este de trei ori mai mare decat celalalt.
7 I



RECAPITULARE INITIALA

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.
28.

Pentru un pix si doua caiete, Dan a platit 11,1 lei. Determina pretul unui caiet, stiind ca acesta costa cu
1,8 lei mai mult decat doua pixuri.

Pentru 8 caiete de acelasi tip, Aura a platit 24 de lei. Cati lei ar fi platit daca ar fi cumpdrat numai 5 caiete?

Cinci robinete cu acelasi debit umplu o piscina in 4 ore si 15 minute. in cat timp se va umple piscina dacd
curg numai trei robinete?

Andrei a cumparat 3 caiete i 2 pixuri pentru care a platit 14,1 lei. Mara a platit 19,4 lei pentru & caiete si 3
pixuri. Mircea cumpara 3 caiete si 5 pixuri. Ce rest primeste Mircea de la 0 bancnota de 200 de lei?

intr-un bloc sunt 40 de apartamente cu doua si patru camere, in total fiind 100 de camere.

a) Verifica daca numarul apartamentelor cu doua camere poate fi egal cu numarul apartamentelor cu
patru camere.

b) Determina numarul apartamentelor cu 2 camere.
Determina media aritmetica a numerelor g, b si 3, stiind ca media aritmetica a numerelor a si b este 1,5.

in graficul alaturat este reprezentat numarul 60

autoturismelor care au intrat intr-o parcare pe ¢,

parcursul unei saptamani. 40

az C%teﬁmvagﬁni au intrat in parcare in acea 30 B numr masini
saptamana?

b) Calculeaza cate masini au intrat in parcare, 20

in medie, pe zi. 10

Calculeaza: 0 L Ma Mi J V S D

a) 102°46’ + 10°52’; ) 26°24' - 3;

b) 150°-123°25"; d) 127°: 4.

in figura 1, punctul E este mijlocul segmentului AD, punctul C este simetricul punctului A fata de punctul D, iar
punctul B este simetricul punctului Afata de punctul C. Determina lungimea segmentului BD, stiind ca ED=1,5cm.
A E D C B

Figura 1

Determina masurile unghiurilor AOB, PNQ si HEG din figurile geometrice de mai jos, stiind ca punctele A,
0, Csi, respectiv, F, E, D sunt coliniare.

H

55° 309 75°

A 0 C N P D E F

Un dreptunghi cu lungimea egala cu 22 cm si latimea egala cu 18 cm are acelasi perimetru cu un patrat.
Care dintre ele are aria mai mare?

Un tractor ara intr-o zi 9 hectare. in cate zile vor ara 12 tractoare un teren in forma de dreptunghi cu
lungimea de 4,8 km si latimea de 360 dam?

Un robinet are debitul 2400 | pe ora. in cate ore poate umple o piscina in forma de paralelipiped dreptunghic
cu lungimea de 9 m, latimea de 8 m si adancimea de 2 m?

Cati litri de apa incap intr-un acvariu in forma de cub cu lungimea muchiei egala cu 40 cm?

Pentru a vopsi un cub din lemn cu latura de 3 dm sunt necesare 720 g de vopsea. Ce cantitate de vopsea
este necesara pentru a vopsi un cub (din acelasi material) cu latura de 6 dm?
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Multimi. Multimea
numerelor natural



UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

1. Multimi: descriere, notatii, reprezentari.
Multimi numerice/nenumerice. Relatia dintre un
element si o multime

. Descopar

Nl

@m&u@,

N

W a, l, &

Grupul literelor din Colonie de pinguini Buchet de lalele Turma de oi

alfabetul limbii
romane cu ajutorul C .. . . . - ..
cirora se scriu Folosind imaginile de mai sus, raspunde la urmatoarele intrebari:
semivocalele si
vocalele

1. Litera ,,u” face parte din grupul literelor din alfabetul limbii romane cu ajutorul
carora se scriu semivocalele si vocalele? De cate ori apare in acest grup? Exista
litere care nu fac parte din acest grup? Da cateva exemple.

’

2. Cuvintele ,turma”, ,colonie”, ,,buchet”, ,grup” implica existenta unui anumit numar
de obiecte distincte si bine determinate, din care sunt compuse. Da exemple de
alte cuvinte de acelasi tip. Care este termenul care poate inlocui aceste cuvinte?

invat @

Multimea este o colectie de obiecte (numite elementele multimii) de naturd oarecare, bine determinate si
distincte.

in general, multimile se noteaza cu majuscule din alfabetul latin (A, B, C, ...), dar se pot folosi si notatii de
tipul: A, A,, D, etc.

Pentru a pune in evidenta faptul ca este vorba despre o multime, nu despre o simpla enumerare, vom scrie
elementele acesteia intre acolade. De exemplu, multimea numerelor naturale de o cifra poate fi scrisa

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
OBSERVATII
1. Intr-o multime, orice element apare o singura data.

De exemplu, multimea literelor din alfabetul limbii romane cu ajutorul carora scriem cuvantul ,biblioteca”
este {b, i, |, 0, t, e ¢, a}. Desi litera ,b” apare de douad ori in scrierea cuvantului ,biblioteca”, in multime
este scrisa o singura data.

2. Intr-o multime nu conteazi ordinea scrierii elementelor.

De exemplu, multimea {a, b, c} mai poate fi scrisa {a, c, b}, {b, a, c}, {b, ¢, a}, {c, a, b} sau {c, b, a}.

10



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

Exista doua moduri de definire a unei multimi:
« Explicit (sintetic), numind individual elementele sale:
- Multimea se scrie punand intre acolade elementele sale.
Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate scrie {1, 3, 5,7, 9}.
- Multimea poate fi ilustrata desenand o curba inchisa si scriind in interiorul ei
elementele corespunzatoare (diagrama Venn-Euler a multimii considerate).

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate reprezenta
cain figura 1.

« Implicit (analitic), specificdnd o proprietate pe care o au toate elementele sale Figura 1
si nu o au alte elemente care nu apartin multimii.

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra se poate scrie {X | X este numar natural impar
de o cifra} (citim ,multimea elementelor X cu proprietatea ca X este numadr natural impar de o cifra").
Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vida si se noteaza cu @.
0 multime ale carei elemente sunt numere se numeste multime numerica.

Exemplu: Multimea numerelor naturale impare de o cifra este o multime numerica.

Multimile care nu sunt numerice se numesc multimi nenumerice.
Exemplu: Multimea oraselor din tara noastra este o multime nenumerica.
Daca A este o multime si X este un element al sau, spunem ca X apartine multimii A si notam X € A.
Daca A este 0 multime si X nu este un element al sau, spunem ca X nu apartine multimii A si notam X & A.
Exemple:
1. Daca A este multimea numerelor prime, atunci 3 € Asi 4 & A.
2.DacaB={a,b,c d},atunciceAsie ¢A.
3.Daca C ={n | n este numar natural mai mic decdt 4}, atunci 0 € Asi 7 ¢ A.

Exercitiu rezolvat

Se considera multimile A = {X | X este numar natural, 1< X < 5},

B = {X este numar natural,18 : X} si C={0, 1, 4,9, 16, 25, ...}.

i) Scrie multimile A si B prin enumerarea elementelor.

i) Scrie multimea C folosind o proprietate caracteristica a elementelor sale.

iii) Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile € sau ¢ pentru a obtine
propozitii matematice adevarate.

a)2[JA; b)1[JA; ¢)36[1B; d)o[]B; e)100[]C; f)453[]C.
Rezolvare: ‘
i) Numerele naturale X care verificd inegalitatea 1< X <5 sunt2,3, 4si 5, deci |
A=1{2,3, 4,5} ‘
Daca 18 : X, atunci X poate fi 1,2, 3, 6,9 sau 18. Asadar, B={1, 2, 3, 6, 9, 18}.

ii) C={X | X = k% k este numar natural}
i) a)2eA;, b)1¢A ¢)36¢B;, dogB, e)100eC f)ua53¢C
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Aplic

. Da exemple de multimi ale caror elemente sunt obiecte:

a) din penarul tau; b) din camera ta; c) din sala de sport.

. i) Scrie, prin enumerarea elementelor, multimea literelor din cuvantul:
a) matematicd; b) tehnologie; c) cancelarie; d) geografie; e) multime.

ii) Compard, in fiecare caz, numarul elementelor multimii cu numarul literelor
cuvantului.

=n

Exemplu:i)a){m, a,t, e, i, c, a};ii) Cuvantul ,matematicd” are 10 litere, iar multimea
literelor cuvantului are 8 elemente si 8 < 10.

. i) Scrie, prin enumerarea elementelor, multimea cifrelor numarului:
a) 1201120; b) 2023; ¢) 77777; d) 302203 032; e) 9182736 450.
ii) Compara in fiecare caz numarul elementelor multimii cu numarul cifrelor

0 oy numarului.
G F 4. Fie M multimea literelor cu ajutorul carora este notat dreptunghiul din figura 2,
A : : P mt.Jl’;imea} literelor cu. ajutorulv carora este notat. pétr;.sltul fjin figura 2 si ‘T
) multimea literelor cu ajutorul carora este notat triunghiul din figura 2. Scrie
Al multimile M, P si T prin enumerarea elementelor. Exemplu: M = {B, E, F, G}
5. In figura 3 sunt reprezentate multimile A, B, C, D si E cu ajutorul diagramelor
A B Venn-Euler. Scrie aceste multimi prin enumerarea elementelor.
6. Realizeaza diagrama Venn-Euler pentru fiecare dintre multimile:
a) multimea numerelor naturale prime mai mici decat 20;
b) multimea numerelor naturale pare de o cifra;
¢) multimea divizorilor numarului 12;
C > £ d) multimea formelor de relief din tara noastra.
A 7. Gaseste greseala si scrie corect multimile A = {5, 7,9, 7}, B = {q, 5, 6, 3,a},
° C={7,5,7,5,7,5}.
8. Completeaza spatiile libere cu unul dintre simbolurile € sau ¢ pentru a obtine
propozitii matematice adevarate.
e a)8 __ {2,4,6,8); e)8910 _ {8,9,10}; Exemplu: a) €
b)p__ {a,d,d,e,i,o,u}; flo__ @;
012 {1,2,4,6,8}); g)5  {nln e numar natural impar};
d)9_ {8,910} h) 0 __ {xIX e patratul unui numar natural].

9. Se considerd multimea M = {X | X e numar natural par, 8 < X < 71}. Precizeaza
valoarea de adevar a afirmatiilor:

a)8eM; c)82+1eM; e)30-3".32.33 e \M; Exemplu: a) F
b) 24 e m; d)20° e m; f) 20421422+ 23424+ 25 M,

10. Determina multimea A, stiind ca are 3 elemente, 0 ¢ A, 2 € A, 4 € A 7 & A
10¢Asi6eA

. 12
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11. Se considerd multimile: A={X | X este numar prim de o cifra}, B={X | X este tara Joc:
vecina cu Romania}, C = {X | X este zi a saptamanii}, D = {X | X este numar impar ELIMINA INTRUSUL
de o cifra, X130}, E = {X | X este luna a anului care are 31de zile}, F={n | n este
numar natural impar, 3 < n < 9}. Scrie multimile A, B, C, D, E si F prin enumerarea
elementelor.

12. Tn tabelul de mai jos sunt prezentate temperaturile medii inregistrate timp de o
saptamana la o statie meteorologica.

Elementele fiecareia
dintre multimile de
mai jos, cu exceptia
unuia dintre ele, au o
proprietate

Ziua luni marti miercuri joi vineri sambatda duminica caracteristica.
Temperatura (°C) 21 20 22 20 19 18 21 Precizeaza care este
aceasta proprietate si

Fie T multimea temperaturilor medii inregistrate, M multimea zilelor in care el
elimina ,intrusul”.

temperatura medie a fost mai mare decat 20°C si P multimea zilelor in care
temperatura medie a fost mai mica decat 20°C. Scrie multimile T, M si P prin l.

enumerarea elementelor. oaia
A . C . . vaca
13. Reprezinta in trei moduri (prin enumerarea elementelor, scriind o proprietate cainele
comuna a elementelor, folosind diagrama Venn-Euler): L pisica
. . N capra
a) multimea divizorilor numarului 32; porcul

b) multimea numerelor naturale care impartite la 5 dau catul 3;

¢) multimea numerelor naturale prime de o cifra;

d) multimea numerelor de o cifra care sunt patratele unor numere naturale.
14. Stabileste valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii: @

a)10 € {X | X = 5" n este numar natural};

b) 8 ¢ {X | X =2n, n este numar natural prim};

c)7 €{X| X=2n+1, n este numar natural};

d) 50 € {X | X = n?, n este numar natural};

e)17 ¢ {X | X =5n+2, n este numar natural};

f) 0 e {X | X =2n, n este numar natural}.

15. Scrie multimea A, folosind o proprietate caracteristica a elementelor sale:

a)A={1,3,9,27,81}; d)A={1,3,5,7,9,11,13,15,17,19};
b)A={2,3,5,7,11,13,17,19}; A= {13302 20 53]
Q) A={0,2, 46,8} .
16. Fie A multimea literelor cuvantului ,bacalaureat” si B multimea silabelor a){0,2,4,5, 6, 8};
cuvantului ,bacalaureat”. Precizeaza valoarea de adevar a afirmatiilor: b) {0, 1, 4, 9, 12, 25, 49};
a) bac € B; QueA e)ceAsicaeB; g)feA c){3,6,9,1,12, 15}
b) ba € B; d)aeAsiaeB; f) at € B; d){1,2, 4 6, 8, 16, 32}.

17. Se considera multimile:

A= {X | X e numar natural nenul, %e numar natural},
B={x|x=ab, ab + ba = 66},

C={Xx|X= abc, a, b, c sunt numere naturale,a-b-c = 8},
D ={X | X este divizor par al numarului 24},

E={X | X e multiplu de doua cifre al numarului 15}.

Scrie multimile A, B, C, D si E prin enumerarea elementelor.

13 -
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2,  2.Relatii intre multimi
%

Descopar

1. Se considera multimile A = {X| X e numadr natural nenul de o cifra} si
* B={y|Yy=2X Xe numar natural nenul, X < 4}. Scrie multimile A si B prin
enumerarea elementelor. Ce relatie este intre elementele multimii B si multimea A?

2. Se considera multimile C = {X | X e cifrd a numarului 112102} siD={X | X e cifraa
numarului 2 012}.

a) Reprezintd multimile C si D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.

b) Scrie elementele care apartin atat multimii C, cat si multimii D. Ce poti spune
despre multimile C si D?

Doua multimi A si B sunt egale daca au aceleasi elemente. Se noteaza A = B.

Daca doua multimi A si B nu au aceleasi elemente, atunci multimile nu sunt egale.
Se noteaza A #B.

EXEMPLE:
1. Multimile A si B, respectiv C si D din figura 1 sunt egale. Scriem A= B si C=D.

B

A
C - . . .
2. Multimile A = {2, 4, 6, 8} si B = {m | m e numar natural par nenul de o cifra}
sunt egale. Intr-adevar, reprezentand multimea B prin enumerarea
elementelor sale, obtinem B = {2, 4, 6, 8}, deci cele doua multimi au aceleasi
elemente. Scriem A = B.
D

3. Multimile M = {X | X e numar natural, X <4} si P = {1, 2, 3} nu sunt egale.

Reprezentand multimea M prin enumerarea elementelor sale obtinem
O M={0,1,2,3}. Cum 0 € Msi0 ¢ P, multimile M si P nu sunt egale. Scriem M # P.
Figura 1 OBSERVATII
1. A=A pentru orice multime A. 3.DacaA=BsiB=C atunciA=C.

2. Daca A =B, atunci B=A.

Multimea A este inclusa in multimea B daca orice element al multimii A este
element al multimii B. Se noteaza A C B si se citeste: ,multimea A este inclusa in
multimea B". in acest caz, putem spune ca multimea B include multimea A (se
noteaza B D Asi se citeste ,multimea B include multimea A”) si multimea A este
o submultime a multimii B (figura 2).

OBSERVATII

: e : 1. Muttimea vida este submultime a oricarei multimi (@ c A, pentru oricare muttime A).
ACB,BDA

2. Orice multime este inclusa in ea insasi (A c A, pentru oricare multime A).

EXEMPLU:
Submultimile multimii A = {1, 2, 3} sunt: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

B 14
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Multimea tuturor submultimilor unei multimi X formeaza multimea partilor
multimii X si se noteaza % (X).

EXEMPLU:

Daca A = {1, 2, 3}, atunci 2(A) = {@, {1}, {2},{3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.
OBSERVATII
1.Daca A Cc BsiB CA,atunciA =B.
2.DacaAcBsiBcCatunciAcC

A B

Multimea A nu este inclusa in multimea B (sau multimea A nu este o submultime a @

multimii B) daca cel putin un element al multimii A nu este element al multimii B.

Se noteaza A ¢ B (se citeste ,multimea A nu este inclusa in multimea B”) sau Figura 3

B 2 A (se citeste ,multimea B nu include multimea A”) (figura 3). (A¢B,B 3 A)

Multimea A din figura 3 nu este o submultime a multimii B (multimea A nu este
inclusd in multimea B/multimea B nu include multimea A) deoarece a € A, ¢ € A,
dara ¢ B, c ¢ B.

Exercitii rezolvate

1. Fie C multimea numerelor naturale de o cifra si D = {n | n e numar natural, n < 10}.
Demonstreaza ca C c D.
Rezolvare:
Scriind elementele celor doua multimi, obtinem C={0, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9} si
D={0,1,23,4,5,6,7,8,9,10}, deci C c D.

2. Fie multimile A = {1, 3, 5, 7} si B = {1, 5,X,2X + 1}, unde X este numar natural.
Determina valorile lui X pentru care A = B.
Rezolvare:
Observam ca 1si 5 apartin atat multimii A, cat si multimii B. Cum A=B,3 € Asi
7e€Arezultaca3 eBsi7eB, deciX=3sauX=7.
Pentru X = 3 obtinem B = {1, 3, 5, 7}, ceea ce implica A = B.
Pentru X = 7 obtinem B = {1, 5,7, 15}, ceea ce implica A # B.
Deci X = 3 este singura solutie.

3. FieA={n | n e numar natural, n < 11}. Scrie o submultime a multimii A formata din:

a) numere prime; ¢) puteri ale lui 2; e) divizori ai lui 12.
b) numere impare; d) multipli ai lui 3;
Rezolvare:

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

a) {2, 3, 5, 7} sau orice submultime nevida a acesteia.
b) {1, 3, 5,7, 9} sau orice submultime nevida a acesteia.
) {1,2, &4, 8} sau orice submultime nevida a acesteia.

)
d) {0, 3, 6, 9} sau orice submultime nevida a acesteia.
e){1,2,3, 4, 6} sau orice submultime nevida a acesteia.

15
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Aplic
OBSERVATIE
1. Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile €, ¢, c, D, =, #, pentru a obtine
Pentru unele casete
. ; ; propozitii adevarate:
exista doua sau trei . .
e a){1,2} [J{0,1,2,3) 9y, 21 LIt x Y, 2
completare. b)2 [1{0,1,2,3} h){1,2} (J{n | n e numar natural prim};
0 {1,2,4} |:|{1 2,3} i) {2,3} C1{n | n e numar natural prim};
d){0,1,2} (J{1, 2} j)81{n I ne oputerea lui2};
e){1,2} (141} k) @[] {13
A ; f){0} ] 2; ) {11J{0,1,2,3}
o 2. Se considera diagramele Venn-Euler din figura 4.
i) Scrie multimile A, B, C, D, E, F, G si H prin enumerarea elementelor acestora.
Q i) Scrie relatiile de incluziune existente intre multimile A, B, C, D, E, F, G, H.
0 L= iii) Precizeaza valoarea de adevdr a urmatoarelor propozitii: @
. F akteh d){10,13,16} > F; g){10,13,15,16,18}=H; ) {0} c D;
\ G b){3,4}CB; €){2,3,6}CA h){0,1,2,3,4,56,715A; k)Dc{0,3,7,8}

3. Stabileste daca multimile A si B sunt egale.
a)A=1{1,2,3,4},B={2220+2" 49 27}
b)A=1{1,2,3},B=1{X| x enumar natural, X < 3};
c)A={0,2,4,6,8)},B={X|Xenumar natural, X e multiplu al lui 2};

d) A este multimea literelor cuvantului ,maro”, B e multimea literelor cuvantului
,aroma”.

m@ )13 eH; f){16} CE; i) G > {13, 14, 17, 19}; ) @ cG.

Figura &4

4. Scrie multimea divizorilor, multimea divizorilor proprii si multimea multiplilor de
doua cifre ai numarului 18.

5. Determina multimea A cu proprietatile {2, 3} c Asi A c {1, 2, 3, 4, 5}. Analizeaza
toate cazurile posibile.
6. Determina toate multimile X care indeplinesc simultan conditiile:
){2,3,5}C X ii)X c{0,1,2,3, 4 5}
7. Fie M multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,lalea”. Scrie
submultimile multimii M.
8. Se considera multimea A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
a) Scrie toate submultimile multimii A care au suma elementelor egala cu 9.
b) Scrie doud submultimi ale multimii A, X si Y, astfel incat X C Y.
9. Scrie elementele multimii A, stiind ca 2 (A) = {@, {0}, {1}, {0, 1}}.
10. Se considera multimile A = {X | X este masura unui unghi ascutit},
= {X | X este masura unui unghi obtuz}, B = {30°, 10°, 89°, 72°},
C ={120°, 150°, 92°, 105°}, D = {20°, 90°, 80°, 45°}, E = {170°, 121°, 99°, 90°},
F={1°,2° 3° 4°, 5% G ={120°, 150°, 135°} si H = {91°, 92°, 93°, 94°}.
a) Precizeaza care dintre multimile B, C, D, E, F, G, H sunt submultimi ale multimii A.
b) Precizeaza care dintre multimile B, C, D, E, F, G, H sunt submultimi ale multimii O.
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UNITATEAT

11. Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4, 5}. Scrie 0 multime B astfel incat:
a)BDA; b)AcB; ¢)B¢gA; d)A>DB; e)A#B; f)A=B.
12. Se considerd multimile A=1{X, Y,z t}, B={X, Y, 5}, C=1{z 52}, D={X, Y, 3} si

E ={8, y}. Determina numerele naturale X, Yy, z si t, stiind ca multimile B, C, Dsi E
sunt submultimi ale multimii A.

13. Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4, 5}. Scrie submultimile multimii A:
a) care au un numar prim de elemente;
b) ale caror elemente sunt numere prime;
¢) care nu contin numerele 15si 5;
d) care au 4 elemente;
e) ale caror elemente sunt numere compuse;
f) ale caror elemente sunt numere pare;
g) ale caror elemente sunt patratele unor numere naturale.
14. Fie multimea A = {0,3,4,6,8,9,12, 14}.
Scrie o submultime a multimii A formata din:

a) multipli ai lui 3; d) multipli ai lui 6;

b) divizori ai lui 12; e) multipli ai lui 2;

c) patrate ale unor f) numere impare;
numere naturale; g) numere compuse.

15. Se considerd multimea A={X | X = ab silab +bla + ab1 = 888}.
a) Scrie elementele multimii A.
b) Scrie submultimile multimii A ale caror elemente sunt numere impare.

16. Folosind toate elementele multimii {1, 3, 5, 7, 10}, scrie doua submultimi ale
acesteia care indeplinesc simultan conditiile:
a) nu au elemente comune;
b) suma elementelor acestora este aceeasi.
17. Se considera multimea A = {% | a, b sunt numere naturale nenule si % e fractie
subunitaré}.
a) Scrie trei elemente ale multimii A care au numitorul egal cu 5.

b) Scrie o submultime a multimii A formata din 5 elemente.

tem 101111y (227 1) (1276
c) Se dau mult,lmlleB—{2,0,3,4,5,6},C—{3,5,4,5},0—{9,7,8,7},
E= {%, g,%, %,%} Care dintre acestea e submultime a multimii A?

18. Fie A={X | X e numar natural, restul impartirii lui X la 5 este 3}.
a)Arata ca38 € Asi 17 ¢ A.
b) Determina cel mai mic numar de doua cifre care este element al multimii A.
¢) Determind cel mai mare numdr de doua cifre care este element al multimii A.
d) Scrie o submultime a multimii A formata din trei numere prime.
e) Scrie o submultime a multimii A formata din patru numere pare.
f) Demonstreaza ca niciun element al multimii A nu este patratul unui numar natural.

LUCRATI IN PERECHI

Stiti din clasa a V-a ca
dreptele, semidreptele
si segmentele sunt
multimi de puncte.

Figura 5

Folosind figura 5,
precizati valoarea de
adevar a urmatoarelor
propozitii (in acest
exercitiu, prin scrierea
de forma AB am notat
dreapta AB).

a) {B,D} c b;

b) {A B, C} c q;
¢){D, E, C} C b;
d)Aeaq;

e)D ¢ b;

f){D, A, B,C}Cq;
g){A D,E F} D a;
h){A,B,C}=g;
i){D, E, F} # b;
j)AB =g

k) b > DF;
)bca

m){A C}ca;

17 .



UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

invat @

STIATI CA..?

» Notatia N pentru
multimea
numerelor naturale
provine

din limba franceza,
de la cuvantul
naturel = natural.

» Notiunea de
cardinal al unei
multimi a fost
introdusa in 1879
de matematicianul
Georg Cantor.

» Cardinalul unei
multimi se mai
numeste si puterea
acelei multimi.

3. Multimi finite, cardinalul unei multimi finite.
Multimi infinite. Multimea numerelor naturale

Descopar

Fie D,, multimea divizorilor naturali ai numarului 12 si M,, multimea multiplilor
naturali ai numarului 12.

a) Reprezinta multimile D, si M., prin enumerarea elementelor.
b) Cate elemente are multimea D_,?
c) Ce poti spune despre multimea M,?

Daca totalul elementelor unei multimi se poate exprima printr-un numar natural,
spunem ca multimea este finita. Daca o multime nu este finita, spunem ca este
infinita.

EXEMPLE:

1. Multimea cifrelor din sistemul zecimal este o multime finita pentru ca are
10 elemente.

2. Multimea numerelor naturale este infinita.
Multimea numerelor naturale se noteaza cu N.
N={0,1,23,45,..}.
Multimea numerelor naturale nenule se noteaza cu N".
N'={1, 2 3, 4 5,.}.
Cardinalul unei multimi finite reprezinta numarul de elemente ale acelei multimi.
Cardinalul unei multimi finite A se noteaza card A sau |A].
EXEMPLU:
Multimea A = {a, b, ¢, d} are patru elemente. Scriem card A = 4 (sau IAl = 4).

OBSERVATII

1. De regula, multimea divizorilor numarului natural nenul p se noteaza cu D,
iar multimea multiplilor numarului natural nenul p se noteaza cu M,
De exemplu, D, = {1,2,3,6,9,18},
il E {0,1-18,2-18,3-18,4-18,5-18, ..} = {0,18, 36, 54, 72, 90, ...}.

2. Multimea divizorilor unui numar natural nenul este finita, iar multimea
multiplilor unui numar natural nenul este infinita.
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Exercitii rezolvate

1

1

Determina cardinalul multimii A.

a)A={nlneN,n<17; A={nlneN,neM,n<2}
b)A={nlneN,nl32  d)A={nlneN,10<n<40sin:7}
Rezolvare:

a)A={1,2,3, ..., 16}, deci card A = 16;

b) A={1,2, 4,8,16,32}, deci card A = 6;

c)A={3,6,9,12,15,18,21}, deci card A=7,

d) A = {14, 21, 28, 35}, deci card A = 4.

. Precizeaza care dintre multimile A= {X | X e N, X =ab, a # b},

B={X1X=2n,neN},C={X|X e numar natural impar, X € M},
D={X|XxeM,X<100}, E={X | X €M, X>100} sunt finite si determina
cardinalul acestora.

Rezolvare:

Cum multimea A este formata din numerele naturale de doua cifre, care au cifrele
diferite, A ={10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, ..., 98}. Dintre numerele
naturale de doua cifre, multimii A nu ii apartin numerele naturale de doua cifre
care au cifrele egale (adica 11,22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99). Asadar, multimea A este
finita sicard A=90-9=81.

B={2:0,2-1,2-2, 2-3, 24 2-5.} = B={0,2,46,8,10, ..}

Multimea B nu este finita.

C = @, deoarece multimea M, este formata numai din numere pare. Deci card C = 0.

D={0, 3,6,9,.., 99} Asadar, multimea D este finita si card D = 34.
3-0 3-13-23-3 3-33

E={102, 105,108, 111,..} = Multimea E nu este finita.
3-34 3-35 3:36 3-37

Aplic

Scrie o multime care sa aiba cardinalul egal cu:

a)0; b)1, o4& d)10; e)90; f)100; g 900; h)1000.

a) Precizeaza care dintre multimile D, M, M., D.., M,;,D ., D, D, sunt finite.
b) Determina cardinalul multimilor finite identificate la punctul a).

Determina cardinalul multimii X. @

a)X={nlneN,n<50}
b)X={n|neN’, n<50};
oX={nlneN, 23<n<50}
d)X={n|neN’, n?<50}

e) X =1{20,2",22, 23,24 ..., 220},

f)x={1,5,9,13,17,.., 101};
{11111 1y
g))('{3’6'9'12'15' '99}'
h)X={n|lneN, 3sn<23,n:3}
)X={nlneN,4<n<3575]|n}

J)X={nlneN, 2°<n<2"}.

. Scrie doua multimi A si B astfel incat card A=3, card B=5si A C B.

UNITATEAT

LUCRATI IN PERECHI

A. Estimati cardinalul
urmatoarelor multimi:

a) multimea elevilor
din scoala voastra;

b) multimea elevilor
din clasa a Vl-a din
scoala voastra;

¢) multimea notelor
pe care le veti obtine
in acest an scolar;

d) multimea
locuitorilor din
comuna/orasul
vostru;

e) multimea oraselor
din Romania;

f) multimea
comunelor din
Romania.

B. Ce puteti spune
despre cardinalele
multimilor A si B?
Raspundeti la
intrebare asociind
Lunu la unu”
elementele celor doua
multimi.

a) A este multimea
cartilor din biblioteca
unei scoli, iar B este
multimea codurilor de
inregistrare ale
acestora.

b) A este multimea
elevilor din clasa
voastra, iar B este
multimea codurilor
numerice personale
ale acestora.
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UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

A B 5. Determina cardinalul fiecareia dintre multimile A,B,C,D,E si F, reprezentate cu
ajutorul diagramelor din figura 1.

6. Se considera multimile A={X | Xe N,3[x},B={X | X e N, X |24},

C={xIxeN,x<9siD={X| xeN,11sx}.
0 a) Precizeaza care dintre multimile A, B, C, D sunt finite. Calculeaza cardinalul

fiecareia dintre multimile finite identificate.
C b) Scrie cate doud exemple de submultimi finite ale multimilor infinite de mai sus.
c) Adauga o conditie suplimentara astfel incat multimea A sa devina finita.
7. Se considera multimile A={X | X=k,keN},B={X|X=2p-1,peN}.
a) Scrie cate patru elemente din fiecare multime.
b) Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect:
A. Multimile A si B sunt finite.
B. Multimea A e finita si multimea B e infinita.
C. Multimea A e infinita si multimea B e finita.

E D. Multimile A si B sunt infinite.

Figura 1 c) Adauga o conditie suplimentara astfel incat:

i) multimea A sa fie finita si card A = 10.
ii) multimea B sa fie finita si card B = 25.

Portofoliu

Fie ) multimea judetelor din Romania, O multimea oraselor din Romania, C multimea comunelor din
Romania, M multimea municipiilor din Romania, R multimea oraselor cu peste 300 000 de locuitori din
Romania, V multimea tarilor cu care se invecineaza Romania.

a) Scrie submultimea multimii ] formata din judetele din Moldova.
b) Scrie submultimea multimii O formata din orasele din judetul Tulcea.

¢) Scrie submultimea multimii O formata din orasele din judetul in care locuiesti sau dintr-un judet
vecin.

d) Scrie submultimea multimii O formata din orase cu peste 200 000 locuitori.

e) Scrie relatia dintre multimile M si O folosind simbolurile matematice.

f) Scrie elementele multimilor R si V.

g) Determina cardinalul fiecareia dintre multimile J, C, O, M, R, V.
Documenteaza-te pe https://ue.mae.ro/romania/137 si din alte surse pentru a rezolva sarcinile de lucru.
Urmareste etapele realizarii unui portofoliu asa cum apar in anexa de la pagina 224.

N 20



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

4. Operatii cu multimi: reuniune, intersectie, diferenta

Descopar

in figura 1 sunt reprezentate multimile A ={1,2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} cu ajutorul
diagramelor Venn-Euler.

a) Determina elementele care apartin fie multimii A, fie multimii B. Hasureaza
suprafata ce contine aceste elemente.

=
vs]

b) Determina elementele comune multimilor A si B. Coloreaza cu rosu suprafata

. Figura 1
ce cont,lne aceste elemente.

¢) Determina elementele care apartin multimii A si nu apartin multimii B. Coloreaza
cu albastru suprafata ce contine aceste elemente.

d) Determina elementele care apartin multimii B si nu apartin multimii A. Coloreaza
cu galben suprafata ce contine aceste elemente.

invit @ @

Reuniunea multimilor A si B este multimea formata din elementele care apartin
cel putin uneia dintre multimile A sau B. Se noteaza A u B (figura 2).

AUB = {X| X eAsauX € B}

=
ve]

EXEMPLU: Figura 2

Reuniunea multimilor A={1, 2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} este multimea
AUB={1,2,3,46,8,9}(figura 3).

=
ve]

Intersectia multimilor A si B este multimea formata din elementele comune Figura3

multimilor A si B. Se noteaza A n B (figura 4).

AnB={X|XeAsiXeB}

=
w

EXEMPLU: ;
Figura 4

Intersectia multimilor A={1, 2, 3, 6} si B = {1, 2, 4, 8, 9} este multimea

AnB={1,2}(figura 5). AnB

Doua multimi a caror intersectie este multimea vida se numesc multimi disjuncte.

EXEMPLU:
Multimile A ={1, 3,5, 7} si B = {2, 4, 8} sunt disjuncte (AN B = @).

=
w

Figura 5
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UNITATEA 1 Multimi. Multimea numerelor naturale

A % Diferenta dintre multimea A si multimea B este multimea formata din elementele
care apartin multimii A si nu apartin multimii B. Se noteaza A \ B (figura 6).
A\B={x|xeAsix¢&B}

Figura 6
A\B EXEMPLE:
A B 1. Diferenta dintre multimea A = {1, 2, 3, 6} si multimea B = {1, 2, 4, 8, 9} este
multimea A \ B = {3, 6} (figura 7).
2. Diferenta dintre multimea B = {1, 2, 4, 8, 9} si multimea A = {1, 2, 3, 6} este
multimea B \ A = {4, 8, 9} (figura 8).
Figura7
B\A OBSERVATII
A B .
1.Ingeneral,A\BzB \ A.
2. Daca A si B sunt multimi finite, atunci:
card (A u B) = card A + card B - card (A n B) (principiul includerii si al
excluderii).
Figura 8
Exercitii rezolvate
1. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
)AUB =1{0,1,2,3,45})i)AnB = {2,3}iii)A\ B = {1,5}.
A B Rezolvare:
AnB =1{2,3} =22€A3€A2eB,3cB(figura9)
A\B={1,5} =1€A5€A1¢B,5¢B(figura10) ;= 0¢A 4&A 0€B,
AuB={0,1,2 3,45} 4 € B (figura 11)
Figura 9

in concluzie, A={1,2,3,5}si B={0,2,3, 4}.

g Q 2. Fie multimile: A={X | X e N, X<6},B={y |y=X3, X €N, X< 4}si
C={X|X=3k+1,kReN,k<4}DetermindAUB,BNC,AUC,AU(BNC),A\C.
Rezolvare:

Figura 10 Determinam elementele multimilor A, B si C:
X eN,X<6=>xXe{1,23,45}. DeciA={1,2,3,4,5}

A B
X<t XeN=>Xel{0,1,2,3, 4= x2e{0,1, 4,9, 16}. Deci B ={0, 1, 4, 9, 16}.
kReN, R<t=kel0,1,2,3, 4}
k=0=>3k+1=3-0+1=1 k=3=3kr+1=3-3+1=10

Figura 11 k=1=3k+1=3-1+1=4 k=t=3k+1=3-4+1=13
k=2=3k+1=3-2+1=7
Asadar, C = {1, 4,7, 0, 13}.
AUB={0,1,23,45916};BnC={1,4;AUC={1,23,45,7,10, 13}
Au(BNnC)=AuU{1,4}={1,2,3,45;A\C={23,5}
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Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

3. Aratd ca multimile A={X | X e N,Xx=5n+3,neN}siB={X | X €N, Xe patratul
unui numar natural} sunt disjuncte.
Rezolvare:

Daca X € A, atunci ultima cifra a lui X este 3 sau 8, deci X nu poate fi patratul unui
numar natural si, prin urmare, X & B (ultima cifrd a patratului unui numar natural
poate fi 0,1, 4,5, 6 sau 9).

Asadar,AnB= Q.

4. Fiecare dintre cei 24 de elevi ai clasei a VI-a A vorbeste fluent cel putin una dintre
limbile engleza si franceza. 18 elevi vorbesc fluent limba engleza si 12 elevi
vorbesc fluent limba franceza.

a) Cati elevi vorbesc fluent ambele limbi?
b) Cati elevi vorbesc fluent numai limba franceza? ‘
Rezolvare: -

a) Fie A multimea elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent limba engleza si B
multimea elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent limba franceza. Astfel, A U B
e multimea elevilor clasei a VI-a A siA n B e multimea elevilor clasei a VI-a A care
vorbesc fluent ambele limbi.

Tn acest caz, card A =18, card B = 12, card (A U B) = 24.

card(AuB)=card A+cardB-card(AnB)=24=18+12-card(AnB) =
card(A N B) = 6.

Numarul elevilor clasei a VI-a A care vorbesc fluent ambele limbi este 6.

b) Numarul elevilor care vorbesc fluent numai limba franceza este 12 - 6 = 6.

Aplic

1. Se considera multimile A={0, 2, 4,6, 8}, B={1,3,5,7,9}si C={2, 3,5, 7}. Determina
elementele multimilor: AuB, AnB, (AuB)nC, C\B, (A\CQu(B\Q),
(AnCu(CnB).

INDICATIE: Pentru a determina elementele multimii (A U B) n C, determinam
intai elementele multimii A U B.

2. Tn figura 12 sunt reprezentate multimile A, B, Csi D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
a) Scrie multimile A, B, C, D prin enumerarea elementelor.
b) Determina card A, card B, card C si card D.

¢) Determina multimile: AuB, CuD, (AuB)n(CuD), (B\Cu(C\B)
(AnB)Nn(CND).

3. n figura 13 sunt reprezentate multimile A, B, C si D cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
a) Scrie multimile A, B, C, D prin enumerarea elementelor.
b) Scrie multimile F, G, H,1, M, P, S si T prin enumerarea elementelor.

F={X|XeAsauXeB}; M={X|XeAsauX eBsauXeC}
G={X|xeAsixeD} P={X|XeDsixe¢C}
H={x|XxeA XeB,XeCsiXeDb} S={X|XxeAsix¢D}

Figura 13

I={X| X eCsiX¢gD} T={X|XeCsix¢B}.
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UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

STIATICA.? @) @

Folosirea figurilor
pentru reprezentarea
multimilor isi are
originea in vechime.
Printre matematicienii
care s-au preocupat de
studierea multimilor si
reprezentarea acestora
cu ajutorul diagramelor,
se afla:

o Leonard Euler
(matematician german,
1707-1783) a folosit
figuri rotunde pentru a
explica anumite reguli
ale logicii;

e John Venn
(matematician englez,
1834-1923) a adus
imbunatatiri
diagramelor lui Euler.
De aceea, diagramele
reprezentand multimi
sunt numite diagrame
Venn-Euler;

» Georg Cantor
(matematician german,
1845-1918) a creat
teoria multimilor, care
a devenit o teorie
fundamentala a
matematicii.

LUCRAT! iN PERECHI

Completati spatiile
libere pentru a obtine
propozitii adevarate.
a)al|b =anb = ..
b) Dreptele a si b sunt
concurente in punctul
A= anb=..

c) Dreptele a si b sunt

confundate=anb-=..

danb=@ =>a..b

N 24

4. Fie A multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,geografie”,
B multimea literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,geometrie”, C multimea
literelor cu ajutorul carora se scrie cuvantul ,istorie” si D multimea literelor cu
ajutorul carora se scrie cuvantul ,biologie”. Determina multimile: CuD, AuD,
(AuCQ)n(BuUD),(D\Cu(C\D),(AnB)Nn(CND).

5. Se considera multimea X = {0, 1,2, 3, 4}.

a) Scrie doud multimi disjuncte nevide, A si B, astfel incat AU B = X.
b) Scrie doua multimi nevide, C si D, astfelincdt C\ D = X.
c) Scrie doud multimi, Esi F, E # F, astfel incdtENF = X.

6. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AuUB = {0,2,4,6,8,10,12}; ¢)AnB={4 6}
b)An{8 10,12} = @; d){0,2)nB = @.

7. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AuB = {a,b,c, d}; b)b € A c) AnB = {a,c}

8. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
a)AUB = {1,2,3,4,56,7,89; b)AnB > {3,57; cB\A = {689}
9. Se considera multimile A ={X | X=k(R+1), ke N}siB={X|X = 2p+1,peN}L

Calculeaza card (A n B).
10. Fie L, multimea literelor cu ajutorul cdrora se scrie cuvantul x. Determina
cardinalul urmatoarelor multimi: L . n L \ Lo Liorcoy N L

|nalt; I'prieten
Lotin Y Lo L O L \L L. nL L ulL

plin ilicit mtuneric; erou las’ ~premiant castigator®
11. Fie Asi B doua multimi cu card A = 4 si card B = 8. @
a) Determina card (A u B), daca card(A n B) = 2.
b) Determina card (A n B), daca card (A u B) = 10.
c) Determina card (A U B), stiind caAn B = @.
d) Determina card (A n B), stiind ca A C B.

leustean’

legal; I'lumine'l

~

12. Intr-o clasa sunt 24 de elevi. Dintre acestia, 12 merg la cercul de matematica, 16
merg la cercul de lectura, iar 2 elevi nu merg la niciun cerc. Cati elevi din clasa
merg numai la cercul de lectura?

13. Se considera multimeaX = {0,1,2,3, ..., 51}
a) Calculeaza suma elementelor multimii X.

b) Da exemple de doua submultimi disjuncte ale multimii X, A si B, astfel incat
suma elementelor multimii A sa fie egala cu suma elementelor multimii B.

c) Da exemple de doud submultimi disjuncte ale multimii X, Csi D, care indeplinesc

simultan conditiile:
i) suma elementelor multimii C este egala cu suma elementelor multimii D;
i)CUD = X

14. Se considera multimile X = {X | X € N, X <100, X = 3k, k € N} si
Y={y |y €N,y <100, restul impartirii lui y la 6 este 1}.

a) Determina: card X, card Y, card (X n'Y), card (X U Y), card (X \ Y).

b) Calculeaza suma elementelor multimii X.

¢) Calculeaza suma elementelor multimii Y.



Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

5. Descompunerea numerelor naturale in produs de
puteri de numere prime

imi amintesc

1. Se considera multimile X = {X [ X € N, x <20}, P={p | p € X, p € numar prim},
C={c|ceX cenumar compus}siA={alaeX anueste numar primsi a nu
este numar compus}. Scrie multimile X, P, C si A prin enumerarea elementelor.

2. Scrie ca produs de numere prime urmatoarele numere compuse: 24, 30 si 32.

""""

Invat | O

Orice numar natural compus se poate scrie ca un produs de puteri de numere prime. Aceasta scriere este
unica, exceptand ordinea factorilor.

Pentru a scrie un numar natural ca produs de puteri de numere prime procedam astfel: desenam o linie
verticala, Tn stanga acesteia scriem numarul pe care trebuie sa-l descompunem si caturile obtinute la
impartirile cu numerele prime, iar in dreapta liniei scriem numerele prime folosite.

EXEMPLE:
1.

168 | 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 168. Acesta este 2. Efectuam impartirea 168 : 2 = 84.
84| 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 84. Acesta este 2. Efectuam impartirea 84 : 2 = 42.
42 | 2 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 42. Acesta este 2. Efectuam impartirea 42:2 = 21.
21| 3 Identificam cel mai mic divizor prim al numarului 21. Acesta este 3. Efectuam impartirea 31:3=7.

7|7 7estenumar prim, deci singurul divizor prim al sau este 7. Efectuam impartirea7:7 = 1.

1
Am obtinut 168 = 2-2-2-3 -7, deci scrierea numarului 168 ca produs de puteri de numere prime este
168 = 23-3-7.
2.

360 | 2-5 360:10.Cum 10 =2 -5 putem scrie in dreapta liniei verticale 2 - 5. Calculam 360 : 10 = 36.
36| 2 36 : 2. Efectuam impartirea 36 : 2 = 18.
18| 2 18 : 2. Efectuam impartirea 18 :2 = 9.

93 9 : 3. Efectuam impartirea 9:3 = 3.
313 3 e numar prim. Efectuam impartirea 3:3=1.

Am obtinut 360 =2-5-2-2-3- 3, deci scrierea numarului 360 ca produs de puteri de numere prime este
360 = 23-3%-5,
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UNITATEAT

Multimi. Multimea numerelor naturale

STIATI CA..?

Putem afla numarul de
divizori ai unui numar
natural fara a scrie
multimea divizorilor
acestuia.

Daca n € N se scrie ca
produs de puteri de
numere prime
n=pt-pl-ph-.ph
unde p, p, Py -r P,
sunt numere prime, iar
R, Ry Ry R EN,
atunci numarul de
divizori ai numarului

n este:

(R 1) (Ry+ 1) . (R, + 7).

N 26

Aplic

1. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate: @

a) Dintre numerele 13, 34, 1, 202, 101, 0, 690, 2 043, 149, 11 001, 233, 344, 433,
numere prime sunt: ...

b) Dintre numerele 103, 74, 11, 221, 211, 0, 960, 2 403, 903, 11 601, 233, 544, 107,
numere compuse sunt: ...

2. Se considera multimile X = {222, 35, 81, 360, 125, 900, 7000, 1024, 324, 55, 1000,
72000, 666, 1230, 405, 504, 2700, 402, 255, 210}, X, = X xeX Xx:2}
X;=XIxeXx:3, X,=XIxeXx:5,X={XIXxeXXx:9}
X;o =X IXEX X 110} X, = {X | XEX, X 1102} 5i X0, = {X | X EX X 10}

a) Scrie multimile X X3 X X X0 Xi000 X1000 PFiN €NUMerarea elementelor.
b) Determina multimile: X, nX; X,nXs X, \ X5 X\ X X, UX,; X,UXg
(Xs \ X10) U (Xz \ Xm)'

3. a) Scrie numerele 15, 18, 25, 38, 56, 81, 125, 49, 111, 63, 96 ca produs de puteri de

numere prime.

b) Scrie multimile D, D, D,s, Dug, Doy Dgyy Dy Dygr Dygps D

elementelor.

Dy prin enumerarea

491 Z 1 Ve

D..D,.D,,D.,D_,D

c) Determina cardinalul fiecareia dintre multimile: D, D, D, D,y Dy, Doy D,

Dm' Desv D96'

4. Scrie ca produs de puteri de numere prime urmatoarele numere naturale: 780,
140, 88, 128, 1024, 729, 20 400, 50 000, 6300, 2310, 540, 1210, 2890, 3 430, 375.

5. Scrie numerele naturale X si'y ca produse de puteri de numere prime si identifica
divizorii comuni:
a)X=42siy=76; b)X=132siy=330; )X=52siy=78.

6. Completeaza spatiile libere cu numere naturale pentru a obtine propozitii
adevarate:
a) Dacd 144 =2m-3" atuncim =...sin=....
b) Dacd 2700 =2m-3"- 5P, atuncim=..,N=..Sip = ...
c)Dacd7007=7"-11"-13%,atuncim=..,n=..sip=...
d) Daca 1575=3m-5"- 7P, atuncim=..,n=..sip =....

7. Descompune in produs de puteri de numere prime numerele X, Yy si Z si scrie
produsul X - Y - Z sub forma de produs de puteri de numere prime.
a)X =72,y =150 si Z = 385; C) X =315,y = 875 si Z = 735;
b) X =126,y =280 si Z=112; d) X =1024,y =729 si Z = 1250.




Multimi. Multimea numerelor naturale UNITATEA1

6. Determinarea celui mai mare divizor comun si a celui
mai mic multiplu comun. Numere prime intre ele

Descopar
1. a) Scrie multimile D, si D,, prin enumerarea elementelor si apoi determina cel D, reprezinta
mai mare divizor comun al numerelor 36 si 42. multimea divizorilor
b) Scrie ca produs de puteri de numere prime numerele 36, 42 si cel mai mare numarului natural
divizor comun al acestora. Ce observi? nenul n.

2. a) Scrie cei mai mici patru multipli nenuli ai fiecaruia dintre numerele 45 si 30 si
apoi determina cel mai mic multiplu comun al numerelor 45 si 30.
b) Scrie ca produs de puteri de numere prime numerele 45, 30 si cel mai mic
multiplu comun al acestora. Ce observi?

ivat @

Determinarea celui mai mare divizor comun

Cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere naturale, nu toate

nule, este cel mai mare numar natural care divide numerele date.

OBSERVATIE Fie asi b doua
numere naturale
nenule. Daca d = (a, b),
atunciD,n D, =D,

Cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere naturale este
divizibil cu orice divizor comun al acestora.

Cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a si b se prescurteaza
,c.m.m.d.c” si se noteaza (a, b).

Pentru a afla cel mai mare divizor comun a doua sau al mai multor numere
naturale procedam astfel:
« scriem numerele naturale ca produse de puteri de numere prime;
» luam, o singura data, factorii primi comuni, cu exponentii cei mai mici cu care
apar in descompuneri si ii inmultim.
EXEMPLU:
Pentru a determina cel mai mare divizor comun al numerelor 264 si 252 procedam astfel:

Scriem numerele naturale ca produse 264 | 2 252| 2
de puteri de numere prime. 132} 2 126 | 2

66 | 2 63| 3

33| 3 21| 3

mn 7

1 1
264=2-3-1 252=2%-32-7

Luam, o singura data, factorii primi comuni, cu exponentii 264 = 23-3-1
cei mai mici cu care apar in descompuneri si 1i inmultim. 252 = 22-3%2-7

(264,252)=22-3 =12
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Doua numere naturale se numesc prime intre ele daca cel mai mare divizor comun al lor este 1.

Daca numerele a si b sunt prime intre ele, notam (a, b) = 1.

EXEMPLE:

1.(57)=1 2.(2,15)=1  3.(10,9)=1.
Determinarea celui mai mic multiplu comun
Cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale nenule este cel mai mic numar
natural nenul care se divide cu numerele date.

OBSERVATIE

Cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale divide orice multiplu comun al

acestora.
Cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale a si b se prescurteaza ,.c.m.m.m.c” si se noteaza cu [a, b].

Pentru a afla cel mai mic multiplu comun a doua sau al mai multor numere naturale procedam astfel:
« scriem numerele naturale ca produse de puteri de numere prime;
o luam, o singura data, factorii primi comuni si necomuni cu exponentii cei mai mari cu care apar in
descompuneri si ii inmultim.
EXEMPLU:
Pentru a determina cel mai mic multiplu comun al numerelor 360, 420 si 660 procedam astfel:

36025 420(2-5 630 [2-5
36| 2 42| 2 633
Scriem numerele naturale ca produse de 18| 2 213 23
puteri de numere prime. 9|3 / 717
3|3 1 1
1

360=23-32-5  420=2*-3-5-7 630=2-32-5-7
Luam, o singura data, factorii primi 360 = 23-32-5
comuni si necomuni cu exponentii cei mai 420 = 22-3-5-7
mari cu care apar in descompuneri si i 630 = 2-32-5-7
inmultim. [360, 420, 630] = 2%+ 32+ 5-7=2520
OBSERVATIE

a- b =(a, b) - [a,b], pentru oricare numere naturale nenule asi b.

Exercitii rezolvate

1. Determina numerele naturale a si b, cu a < b, pentru fiecare dintre situatiile:
a)(a,b)=15sia+b=135 b)[a,b]=90 sia-b=270.

Rezolvare:

a) Dacd (a,b) =15sia<b,atuncia=15-ksib=15-t, unde (k, t)=1si R <t.
a+b=135=>15-k+15-t=135=>15-(R+t)=135=>kR+t=9
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R+t =29
(khit) =1 =>k=1sit=8sauk=2sit=7sauk=4sit=5

k<t
Obtinem a =15 si b =120 sau a =30 si b =105 sau a = 60 si b = 75.
b)a-b=(ab)-[ab] =270=(a,b)-90 = (a,b)=3
Daca (a,b)=3sia<b,atuncia=3-ksib=3-t unde (k t)=1sik<t.
a-b=2710=>(3-k)-(3-9)=270=>9-(k-1)=270 > k- t=30= k=1sit=30sau
k=2sit=15sauk=3sit=10 sauk=5sit=6.
Obtinema=3sib=90saua=6sib=45saua=9sib=30saua=15sib=18.
. Prin impartirea numerelor 371, 463 si 393 la acelasi numar natural nenul n
se obtin resturile 11, 7 si, respectiv, 9. Determina valorile numarului natural n.

Rezolvare:

Deoarece prin impartirea la numarul natural nenul n se obtin resturile 11, 7 si,
respectiv, 9, obtinem n > 11, n >7sin > 9, de unde rezulta n > 11.
37M:n=c,rest=371=n-c,+11=360=n"c, = nl360
463:n=c,rest7=463=n-c,+7=456=n"-c,= nl456 + = n|(360, 456, 384)
393:n=c,rest9=>393=n-c,+9=384=n-c,= nl384
360=23-3%-5;456=2%-3-19;384=27-3= (360, 456,384) = 23-3=24

Am obtinut n | 24 si n > 11, de unde rezulta n € {12, 24}.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 18, 45 si 54, da de fiecare
data restul 13 si caturi nenule.

Rezolvare:

Fie n numarul natural cerut.
n:18=c,rest13=>n=18-c+13=>n-13=18¢,=>(n-13): 18
n:45=c,rest13=>n=45-c+13=>n-13=45¢,=>(n-13): 45
n:54=c,rest13=>n=5-c+13=>n-13=54c,=(n-13): 54

Din cele trei relatii obtinem (n - 13) : [18, 45, 54].

Descompunand numerele in produs de puteri de numere prime, obtinem:
18=2-3% 45 = 32.554 = 2-33si[18, 45,54] =2-33-5=270.

Cum n este cel mai mic numar natural cu proprietatea (n - 13) : [18, 45, 54],

obtinem ca n - 13 este cel mai mic multiplu comun al numerelor 18, 45 si 54, adica
n =13 =270. Rezulta n = 283.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 18 da restul 15, impartit la
24 da restul 21, iar impartit la 30 da restul 27.

Rezolvare:

Fie n numarul natural cerut.
n:18=c,rest15=>n=18-¢+15=>n+3=18-¢,+18=>n+3=18-(c,+1) =
= (n+3):18
N:24=c,rest21=>N=24-C,+N=>n+3=24-C,+24=>n+3=24-(c,+1)=>
= (n+3):24

UNITATEAT

Stim, din clasa a V-3,
ca, pentru oricare
numere naturale a si
b, cu b # 0, exista si
sunt unice numerele
naturale c §i r, numite
cat si, respectiv, rest,
astfelincata=b-c+r
sir<b.
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INDICATIE:

a) Elementele multimii
D,, N D, sunt divizorii
comuni ai numerelor
24 51 18. Acestia sunt
divizorii celui mai
mare divizor comun al
numerelor 24 si 18.

INDICATIE:

a) Elementele multimii
M,, N M, sunt
multiplii comuni ai
numerelor 24 si 18.
Acestia sunt multiplii
celui mai mic multiplu
comun al numerelor
24 51 18.

N 30

n:30=c,rest27=n=30-¢,+27=>n+3=30-¢,+30=>n+3=30-(c,+1) =

= (n+3): 30

Din cele trei relatii rezulta (n+3) : [18, 24, 30]
18=2-3%24=23-3;30=2-3-5=[18,24,30]=23-32-5 = 360

n e cel mai mic numar natural pentru care (n+3) : 360 = n +3 =360 = n = 357.

Aplic

1. Determina cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) 24 si 36; d) 18, 36 si 48; g) 180, 216 si 288;
b) 45 si 54; e) 125, 200 si 375; h) 1200, 1800 si 2000;
) 275si72 f) 144,156 si 192; i) 150, 450 si 600.

2. Determina cel mai mic multiplu comun al numerelor:

a) 24 si 18; d) 18, 36 si 48; g) 180, 576 si 288;
b) 36 si 54; e) 125, 225 si 275; h) 1200, 1800 si 2000;
c) 28'si 77, f) 140, 96 si 210; i) 510, 680 si 850.

3. Verificarelatiaa - b =(a,b) - [a, b], pentru:

i)a=72sib=54 ii)a=108sib=96; iii)a=1001sib=1092.
4. Determina multimile:
a) D24 n D18; C) D72 n D108; e) DZOO n D375 n D650; g) D169 n D196'

b) D20 n D36; d) DZAO n D108; f) D126 n D162 n D270;
5. Determina cel mai mare numar natural care divide simultan numerele:
a) 441, 588, 735; d) 1515, 1818, 21271;
b) 1001, 1029, 1309; e) 121121, 143143, 187187.
€) 2145, 2431, 2717,
6. Determina cel mai mic numar natural nenul care este divizibil cu numerele:
a) 21, 35 si 49; ¢) 315, 420 si 630;
b) 77, 91 si 132; d) 1515, 1818 si 2121.
7. Scrie cele mai mici 4 elemente ale multimii:
a) M24 N M18; c) M7z N M48; e) M12 n M16 n Mzo;
b) M, N M, M, nM,;  fiM,AnM, N M,;
8. Verifica daca numerele a si b sunt prime intre ele.
a) a =121si b = 144; c)a=143sib=195 e)a=150sib =157
b) a =54 sib =77; d) a =169 si b = 361; f) a=233sib =333,
9. Determind numerele naturale de doua cifre de forma ab pentru care (ab, 48) = 16.

g) M, N M.

10. Determina numerele naturale X pentru care [X,18] = 90.
11. Determina numerele naturale de forma 2Xy, stiind ca (2Xy, 12) = 1.
12. Determina numarul natural de forma abcd, pentru care (2ab, 9¢d ) = 93.

13. Determina numarul natural de forma abab (a < b), pentru care
(abab, baba) = 606.
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UNITATEAT

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Determina numerele naturale a si b, a < b, pentru care:
a)(a,b)=34sia+b=272 c)(a,b) =28 sia + b = 840;
b) (a,b)=15sia- b=1350; d) (a,b)=7sia-b=735.
Determina numerele naturale a si b, a < b, pentru care:
a)[a,b] =252 sia- b =504 c)[a,b]=255sia- b =4 335.
b) [a,b] =72sia- b = 864;
Elevii clasei a VI-a B au primit de la un sponsor 48 de pere, 72 de banane si

120 de mere. Fructele au fost distribuite in mod egal elevilor din clasa. Determina
numarul elevilor din clasa a Vl-a B, stiind ca este cel mai mare numar posibil.

Gelu are 40 de carioci si 26 de pixuri, pe care le imparte in mod egal prietenilor
sai. Stabileste cati prieteni are Gelu, stiind ca Ti raman cate 5 obiecte din fiecare.

Prin impartirea numerelor 348, 228 si 277 la acelasi numar natural nenul n se
obtin resturile 3, 21 i, respectiv, 1. Care sunt valorile numarului natural n?

Prin impartirea numerelor 319, 213 si 387 la acelasi numar natural nenul n se
obtin resturile 4, 3 si, respectiv, 2. Care sunt valorile numarului natural n?

Prin impartirea numerelor 15 022, 16 027 si 17 030 la acelasi numar natural nenul
n, se obtin resturile 7,11 si, respectiv, 13. Determina valorile numarului natural n.

impartind numerele 373, 391 si 513 la acelasi numar natural nenul, obtinem
resturile 13, 7 si, respectiv, 9. Determina impartitorul.

Determina cel mai mare numar natural n cu proprietatea ca, prin impartirea
numerelor 293, 397 si 366 la n se obtin resturile 5, 1 si, respectiv, 6.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 20, 24 si 36, da de fiecare
data restul 13 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 210, 140 si 315, da de
fiecare data restul 100 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 42, da restul 27, impartit
la 70 da restul 55 si impartit la 30 da restul 15.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 40, da restul 12, impartit
la 36 da restul 8 si impartit la 54 da restul 26.

Sorin are mai multe placute dreptunghiulare identice cu dimensiunile 12 cm si,
respectiv, 8 cm. Care este numarul minim de placute de acest fel cu care Sorin
poate forma un patrat? Determina aria patratului format.

Daca elevii unei scoli se asaza in randuri cate 12, 15 sau
18, nu raman randuri incomplete. Determina numarul
de elevi ai scolii, stiind ca este cel mai mare numar
natural de trei cifre cu aceasta proprietate.

Maria aranjeaza cutii pe un raft. Daca le grupeaza
cate 2,3, 4,5sau 6, ramane o grupa cu o singura
cutie. Daca formeaza grupe de cate 7 cutii, nu
raman grupe incomplete. Stabileste numarul
de cutii de pe raft, stiind ca este cel mai mic
numar posibil.

LUCRATI IN PERECHI

A. Determinati

(225, 180):

a) prin scrierea
multimilor divizorilor
numerelor si
identificarea celui mai
mare dintre
elementele comune
acestor multimi;

b) prin scrierea
numerelor ca produse
de puteri de numere
prime si inmultirea
factorilor primi
comuni (luati o
singura data) cu
exponentii cei mai
mici.

Care dintre cele doua
metode e mai
eficienta?

B. Determinati
[225, 180]:

a) prin scrierea celor
mai mici sase
elemente ale
multimilor multiplilor
nenuli ai numerelor si
identificarea celui mai
mic dintre elementele
comune acestor
multimi;

b) prin scrierea
numerelor ca produse
de puteri de numere
prime si inmultirea
factorilor primi
comuni si necomuni
(luati o singura datd)
cu exponentii cei mai
mari.

Care dintre cele doua
metode e mai
eficienta?
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Ne amintim din
clasa a V-a:

Numarul natural nenul
b divide numarul
natural a (sau numarul
natural a este divizibil
cu numarul natural
nenul b) daca exista
numarul natural c,
astfelincata=>b-c.
Scriem b| a si citim

,b divide pe a”

(sau a: b si citim

,a e divizibil cu b”).

7. Proprietati ale divizibilitatii in N
Descopar

Completeaza casetele cu A, daca enuntul este adevarat sau cu F, daca este fals.
in cazul enunturilor false, scrie un exemplu prin care sa ilustrezi acest lucru.

a) Suma a doua numere naturale pare este un numar natural par.[]
b
c
d
e
f

g

~

Suma a doua numere naturale impare este un numar natural impar. []

~

Dacaalbsialc atuncial (b +c) unde a, b si c sunt numere naturale. []

~

Dacaa | (b+c),atuncialbsialc undea,b sicsunt numere naturale.[]

~

Daca un numar natural se divide cu 5, atunci el se divide cu 15.[]

~

Daca un numar natural se divide cu 6, atunci el se divide cu 3.[]

~

Daca un numdr natural se divide cu 3 si cu 6, atunci el se divide cu 18.[]

Proprietatile divizibilitatii in N:

1.a | a, pentru oricare numar natural a.

2.Dacaalbsiblc atuncialc, unde g, b si c sunt numere naturale.
3.Dacaalbsialcatuncial (b +c), unde g, b si c sunt numere naturale.
4.Dacaal|bsialcatunci al(b - c), unde a, bsi c sunt numere naturale, b > c.
5.Dacaalb-csila,b)=1,atuncial c unde g, b si c sunt numere naturale.
OBSERVATII

1.1 a, pentru oricare numar natural a.
2.Dacaa,beN,albsib|a,atuncia=b.
3.DacaaeN,al1,atuncia=1.

4.Dacaa,beN,alb,atuncial (k- b)pentru oricare numar natural k.

Exercitii rezolvate

1. Stabileste daca propozitiile sunt adevarate, fara a efectua operatiile:

a) 18 (72 + 36); b) (34 +16 - 51) : 17.

Rezolvare:

a) Folosim proprietatea: albsialc= al(b+c), undea,b,ceN
72=18-4=18|72
36=18-2=18(36

b) 34=17-2=>17134
51=17-3=17|51= 17116 - 51

} = 18 (72 + 36);

}:>17|(34+16-51):>(34+16-51)S17.
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2. Determina elementele multimii A:
a)A={xIxeN,x|(x+6) b)A={X|xeN,Xx|(3x+8).

Rezolvare: 3
a) Folosim proprietatea: albsialc= al(b-c),undea,b,ceN,bzc.
XX 1
X 11X -X X Xefl,2 A={1,2 .
e | =005 XI55 Xe 0,236 A-(1.2,3,6)
b) Folosim proprietatile: O

-albsialc=al(b-c)undea,b,ceN,bzc
a,beN,alb=al(k-b), oricare ar fik € N.
X|(3x +8)
XX = X|3X
3. Demonstreaza c3, daca numerele naturale a si b verifica relatia 7|(3a + 4b), 2
atunci 7[(17a + 25b).

| g
}:»X|[(3X+8)-3X]:>X|8:>Xe {1,2,4,8}=>A={1,2,4 8} 6 ‘

Rezolvare:
17a+25b=14a +3a+21b+4b=14a+21b+3a+4b=7-(2a +3b) +3a + 4b
71(3a + 4b)
717 -(2a + 3b)
4. Determina numerele naturale de forma 2x3y divizibile cu 15.

Rezolvare:
2X3y :15= 2X3Y :5si 2X3Y :3
X3y : 5=y e{0,5) 4

‘y=0 2X30:3=>(Q+X+3+0):3=>(+X):3=>Xe(1,47); 2
‘y=5 2X35:3=>R2+X+3+5):3=>(10+X): 3=>X€{2,5,8}. )
Numerele cerute sunt: 2130, 2430, 2730, 2235, 2535 $i 2835.

5. Demonstreaza ca numerele a = 7k + 10 si b = 5k + 7 sunt prime intre ele, pentru

}:>7|[(3a+4b)+7~(2a+3b)]=> 71 (17a + 25b)

oricare numar natural k. 3

Rezolvare:

Fied=(ab) > d|(7k+10)=d|5- (7k + 10) = dI(35k+50)} 1

dI(5k+7)=d|7-(5kR+7) = d|(35k + 49)

= d|[(35k +50) - 35k + 49)] > d[1=>d =1 = 0

= Numerele a =7k + 10 si b = 5k + 7 sunt prime intre ele, pentru oricare numar

natural k.

I o

1. Fara a efectua operatiile, arata ca: R

a)12|(72+36); )5/ (505 -300); e)11](22-321); g)91(108 + 306 - 122).

b)71(35+7-111); d)(48+16-54) : 16; f)(405-8-54):9; 8
2. a) Determind numerele naturale de forma aba divizibile cu 15.

b) Determina numarul natural de forma bab divizibil cu 45. 3

¢) Determina numarul natural de forma a2a divizibil cu 18.

d) Determina numerele naturale de forma &X2y divizibile cu 30. 7
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N 34

3. a) Un numar natural nenul a este divizibil cu 24. Determina restul impartirii

numarului a la 8.

b) Un numdr natural nenul a este divizibil cu 111. Determind restul impartirii
numarului a la 37.

¢) Numarul natural a este divizibil cu 32, numdrul natural b este divizibil cu 48 si
a > b. Determina restul impartirii numarului (a - b) la 16.

Determina elementele multimilor A, B, C si D, unde A = {X | X € N, X| (X + 5)},
B={XIXeN,X|(@x+7)},C={X|XxeN,X|(2x+15)},D={n | neN’,n[(3n +20)}

. a) Demonstreaza ca numarul y = 5" + 57"+ 572 se divide cu 31, pentru oricare

numar natural n.

b) Demonstreaza ca numarul t = 327*3 - 9*1 - 321+1 ga divide cu 5, pentru oricare
numar natural n.

Prin impartirea numarului natural X la 45 se obtine restul 30. Demonstreaza ca X
este divizibil cu 15.

Fiey unnumar natural cu proprietatea ca,impartit la 65, da restul 26. Demonstreaza
ca Y este divizibil cu 13.

Demonstreaza ca, daca un numar natural da restul 21 prin impatrtire la 28, atunci
acesta este divizibil cu 7.

a) Demonstreaza cd, daca Xy este divizibil cu 8, atunci 2 - X + Y este divizibil cu 8.
Probeaza afirmatia prin trei exemple.

b) Demonstreaza ca, daca Xyz este divizibil cu 7, atunci 3 - Xy + Z este divizibil
cu 7. Probeaza afirmatia prin doua exemple.

¢) Demonstreaza cd, daca Xyz este divizibil cu 17, atunci 15 - X + yZ este divizibil
cu 17. Probeaza afirmatia prin doua exemple.

10. Determina valorile numarului natural n pentru care:

a)nEGGN; b)—n7724eN; c)—5nn+7eN; d)—ﬁnn+9eN; e)—8”;21eN.

11. Demonstreaza ca numerele a si b sunt prime intre ele.

Portofoliu

Rezolva cerintele urmatoare pe o coala de hartie si adaug-o la portofoliu.
Demonstreaza, folosind proprietatile relatiei de divizibilitate:

1. Daca abc : 2, atuncic :
2.Daca c : 2, atunci abc :
3.Daca abc : 5, atuncic :
4. Daca c : 5, atunci abc :

a)a=nb=n+1neN% d)a=7n+4,b=5n+3,neN,;
b)a=2n+3,b=n+2,neN,; e)a=2n+3,b=3n+5neN;
ca=5n+16,b=n+3,neN,; f)a=3n+4,b=4n+5neN.

2. 5.Daca abc : 3, atunci(a+b +c¢) :
2 6. Daca (a+ b +c) : 3, atunci abc :
5. 7.Dacaabc : 9,atunci(a+b+c):
5 8.Daca(a+ b +c) : 9, atunci abc :




Exercitii recapitulative

1

Se considera multimile A={X | X €N, X<8},B={X| X €N, X<10}si
C={XIX=3"neN,n<2}.

i) Scrie multimile A, B si C prin enumerarea elementelor.

ii) Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile U, n, c, D, €, & pentru a
obtine propozitii adevarate:

a) A[JB; d)ACIC={1,3,9; 8){0,1,2,3}[18B;
b)B[]C; e){0,1,2,3,4,56,7}[1A; h)A[]C=B;
c)A[]B=B; f)9A )9[JBNC.

iii) Determina multimile AnB,AUC,B\ C,C\ A (AnB)UC (BN C)\A

. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:

a)AuB={0,2,46,8,10,12};
b) An {6, 10,12} = @;

¢)ANnB={4 8}
d){0,2)nB=Q2.

. Fie multimile: A={X|X=2n+3,neN,n<13},B={X|X=2n-1,neN,n<13},

C={X1x=2"-1,neN},D={X| X e numar prim, X < 20}. Determina card A, card B,
card D, card (A n B), card (D n C), card (AN BN C) si card (A \ B).

. Intr-o scoala sunt 245 de elevi. Dintre acestia, 120 merg la cercul de matematica,

185 merg la cercul de lectura, iar 35 elevi nu merg la niciun cerc. Cati elevi din
scoala merg numai la cercul de lectura?

. Descompune numerele X si Y in produs de puteri de numere prime si calculeaza

(X, y)silx, yl.

a)X=28siYy=35 b) X = 81siy = 108; €)X =225siy =375.

. Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 21, 28 si 35, da de fiecare

data restul 19 si caturi nenule.

Determina cel mai mic numar natural care, impartit la 48, da restul 43, impartit la
36 da restul 31 si impartit la 54 da restul 49.

. Vlad are mai multe paralelipipede dreptunghice identice, fiecare dintre acestea

avand dimensiunile 12 cm, 15 cm si, respectiv, 20 cm. Care este numarul minim de
paralelipipede dreptunghice de acest fel cu care Vlad poate forma un cub?
Calculeaza volumul acestui cub (in dm3).

. Prin impartirea numerelor 212, 323 si 286 la numarul natural nenul n se obtin

resturile 17, 11 si, respectiv, 13. Determina numarul n.

10. Determina numerele naturale a si b, a < b pentru care:

a) (a,b)=30sia+b=330;
b) (a,b) =12sia- b =5 040;

c)(a,b)=13sia+b=52
d) [a, b] = 420 sia - b =2 940.

11. Demonstreaza ca numerele a si b sunt prime intre ele, pentru oricare numar

natural k.

a)a=7kR+10,b=5k+7; b)a=3k+1,b=1k + 4

12. Determina elementele multimii A:

a)A={x|xeN,x|(X+13)} b)A={X|XeN, x| (&x+21)}.

13. Numerele naturale g, b si c verifica relatiile 11| (5a + 7b + 4c) si 11 (8a + 6b + 9¢).

Demonstreaza ca 11| (a + b + ¢).

14. Determina numerele naturale de forma ab cu proprietatea a7b : 6.

UNITATEAT

LUCRAT! iN PERECHI

I 4y
a A C

A 5 .
b} /\E
/De
c d

Figura 1

Pentru rezolvarea
cerintelor de mai jos
veti folosi figura 1.

A. Precizati valoarea
de adevar a
urmatoarelor
propozitii:
a)anb={A}
b) {A, B, C} C q;
o) {E,C} C b;
d)Eeb;

e)G ¢ d,
f){I, B, E, G} = d;
g)lcnd={B}
h) B € b.

B. Completati spatiile
libere pentru a obtine
propozitii adevarate.

a)anc={.}
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UNITATEA1 Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 60 puncte

30 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(10p.) A. Fie A multimea cifrelor numarului 110 221. Cardinalul multimii A este:
a) 6; b) 3; o)1 d) 2.

(10 p.) B. Daca X = (28, 35) si Y = [28, 35], atunci Y : X este egal cu:
a) 940; b) 140; Q)7 d) 20.

(10p.) C.DacaA={1,3,8,9}siB={0,2,4, 6,8}, atunci multimea A \ B este egala cu:
a){1,3,9% b){8 {1,246} df1,3}

30 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.

(10 p.) A. Descompunerea in produs de puteri de numere prime a numarului 72 este ...
(10 p.) B. Cel mai mic numar natural care are exact 3 divizori este ... .
(10 p.) C. Numerele naturale n care verifica relatia n | (2n +16) sunt ... .
Subiectul al ll-lea 30 puncte

Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Prin impartirea numerelor 118, 178 si 148 la un numar natural nenul n se obtine, de
fiecare data, restul 28. Determina numarul n.

10 puncte 2. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
A.AUB={0,23,456,7,8, 9

B.AnB={0,5,7};
C.B\ A={6,8,9}

10 puncte 3. Determina numerele naturale de forma XyXX divizibile cu 6.

Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de Tnvatare din aceasta unitate.
LA SF[\R.‘;‘.ITUL ACESTEI UNITA‘!’I: 5foarte bine 4&bine 3mediu 2slab  1foarte slab
Pot sa stabilesc relatii intre multimi si sa efectuez operatii
cu multimi.

Pot sa determin c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. a doua sau al mai
multor numere naturale.

Pot sa aplic proprietatile divizibilitatii in N pentru
rezolvarea exercitiilor teoretice si practice.
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UNITATEA 2 Rapoarte, proportii

1. Rapoarte

Descopar

in clasa a VI-a A sunt 24 elevi. Dintre acestia, 6 sunt bdieti.
< ““ a) De cate ori este mai mare numarul fetelor decat al baietilor?
b) Cat la suta din numarul elevilor clasei a VI-a A sunt fete?

5O O O

Daca a si b sunt numere rationale pozitive, atunci % reprezinta raportul dintre

numarul a si numarul b. in acest caz, numerele a si b reprezinta termenii
raportului. Daca ¢ = a: b, atunci ¢ se numeste valoarea raportului.

EXEMPLU:

18

Raportul dintre numarul 18 si numarul 12 este == L

iar valoarea raportului este 18:12 = 1,5.
OBSERVATII

1. Daca a si b sunt doua numere rationale pozitive distincte, atunci raportul dintre
numarul a si numarul b este diferit de raportul dintre numarul b si numarul q,

termenii raportului sunt 18 si 12,

adica % # g.
in anumite cazuri, De exemplu, raportul dintre numarul 18 si numarul 12 este diferit de raportul
se inlocuieste dintre numarul 12 si numarul 18 (% # %)

raportul numerelor

2. Valoarea unui raport nu se schimba daca ambii termeni ai raportului sunt
cu valoarea

inmultiti/impartiti cu acelasi numar rational pozitiv.

acestuia. 18 18:6
Valoarea raportulm este 1,5, iar valoarea raportului 1.6 este tot 1,5.
Un raport de forma .~ 100 (unde p este un numar rational pozitiv sau p = 0) se numeste
@ raport procentual si se noteaza p% (se citeste ,,p la sutd” sau ,,p procente”).
‘.\%\ EXEMPLU: 17% inseamna —~~ 100 si se citeste ,17 la suta” sau ,17 procente”.
A
o Aflarea unui procent dintr-un numar
-~ p—
T A\ Pentru a calcula p% din X efectuam calculul % - X,
(i
| De exemplu, pentru a calcula 20% din 80 efectuam calculul W 80 = 1160000 16.

in practica se folosesc diverse rapoarte ale anumitor marimi fizice:

» Rapoarte ale marimilor fizice de acelasi fel: scara unei harti, concentratia unei
solutii, titlul unui aliaj etc.

« Rapoarte ale marimilor fizice diferite: viteza, densitatea etc.

OBSERVATIE

Raportul a doua marimi exprimate cu aceeasi unitate de masura este raportul
masurilor lor.




Rapoarte, proportii

Scara unei harti este raportul dintre distanta masurata pe harta (desen) si

distanta masurata in teren (in realitate).

distanta masurata pe harta
distanta masurata in teren

Scara hartii =

EXEMPLU:

Scara unei harti, realizata astfel incat unui segment cu lungimea de 1 cm fi

- : < 1cm _ 1cm - 1
corespunde in teren o distanta de 8 km, este Skm - 800000cm - 800 000"

Notam, prin conventie, 1:800 000.

Concentratia unei solutii (c) este raportul dintre masa substantei care se
dizolva si masa solutiei.
masa substantei care se dizolva

C = masa solutie] (se exprima ca raport procentual)

EXEMPLU:

Concentratia unui sirop preparat din 20 g de zahar si 60 g de apa este

_ 20 _ 20 _1_2 . _
C=30+60 - 80 - 4 - 700 (€= 25%).

Titlul unui aliaj (T) reprezinta raportul dintre masa metalului pretios (aur,
platina, argint) si masa aliajului.
masa metalului pretios
masa aliajului

EXEMPLU:

2 __2n._
22 +228 250

Viteza medie (v,,) a unui mobil reprezinta raportul dintre distanta parcursa (d)
si durata miscarii (t). Se poate exprima in m/s (metri/secunda) sau km/h
(kilometri/ora).

Titlul unui aliaj ce contine 22 g aur si 228 g cupru este 0,088.

_d
Vm = ?
EXEMPLU:
Viteza de deplasare a unei persoane care parcurge 42 de metriin 28 de secunde
_2m _
estev, = 55 = 15 m/s.
Aplic

1. Scrie raportul numerelor si calculeaza valoarea acestuia:

a) 4 5i 8; b) 18 5i 16; C) 201 5i 200; d) 1002 5i 23; €) 3751 2% f) & 5i 15 g) 2272 220,

2. Lungimea unui dreptunghi este egala cu 9 m, iar latimea acestuia este egala cu

3 m. Care este valoarea raportului dintre lungime si latime?
3. Lungimea unui dreptunghi este % din latime. Determina:

a) raportul dintre lungime si ltime;
b) raportul dintre dublul latimii si lungime.

UNITATEA 2

0 solutie este un
amestec omogen de
doua sau mai multe

substante, una dintre
acestea fiind de obicei
lichida.

STIATI CA..?

Caratul este un indice
pentru continutul in aur
al aliajelor acestuia.Cele
mai cunoscute tipuri de
carate la aur:

e aur de 9k -9 din 24 de
parti ale aliajului sunt
aur. In tara noastrd,
bijuteriile cu mai putin
de 9 carate aur nu sunt
recunoscute drept
bijuterii de aur.

e aur de 14k - 14 din 24
de parti ale aliajului
sunt aur. Este cel mai
popular tip de aur.

e aur de 18k - 18 din 24
de parti ale aliajului
sunt aur. Este tipul de
aur cel mai frecvent
utilizat pentru montarea
pietrelor pretioase.

e aur de 22k - 22 din 24
de parti ale aliajului
sunt aur. Este considerat
prea moale pentru a fi
utilizat in prelucrarea
bijuteriilor.

e aur de 24k - aurul pur,
Ccu puritate de 99,5 -
99,9%. Este cel sub
forma caruia se
comercializeaza
lingourile de aur.
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UNITATEA 2

Rapoarte, proportii

-l ANANNEERE

L@ |
AR\SANNSASI TS,

INDICATIE:

Pentru a calcula
numarul bilelor de
fiecare culoare,
foloseste metoda
figurativa.

N 40

%. Determina raportul

4. Raportul lungimilor laturilor a doua patrate este
perimetrelor si raportul ariilor celor doua patrate.

5. Raportul lungimilor muchiilor a doua cuburi este egal cu % Care este valoarea
raportului volumelor celor doua cuburi?

- o 15, 6, 5 105 125 1,03)
6. Scrie sub forma p% rapoartele procentuale: 700' 100° 00° 100° 100" 100 *

7. Scrie sub forma de rapoarte procentuale: 12%; 6%; 2,4%; 102%; 45%; 400%.
8. Calculeaza:

a) 7% din 300 kg; b)25% din12m; ¢)22% din3600¢g; d)60% din 120 lei.
9. Pretul unui televizor este 1250 de lei. Determina pretul televizorului: @

a) dupa o majorare cu 25%;

b) dupa o reducere cu 35%;

¢) dupa o marire cu 10% urmata de o micsorare cu 10%;
d) dupa doua mariri consecutive cu 20%.

10. O sala de spectacol are 1200 de locuri. La una dintre reprezentatii au fost
ocupate 98% dintre acestea. Cati spectatori au fost in sala?

11. Folosind figura alaturata calculeaza:

a) valoarea raportului dintre numarul patratelelor colorate cu verde si numarul
patratelelor colorate cu albastru;

b) valoarea raportului dintre numadrul patratelelor care nu sunt colorate cu verde
si numarul total al patratelelor;

c) valoarea raportului dintre numarul patratelelor care nu sunt colorate cu galben
si numarul patratelelor care nu sunt colorate cu albastru.

12. Intr-0 urna sunt 60 de bile colorate in rosu, galben si albastru. 36 dintre bile nu
sunt rosii, iar 45 de bile nu sunt albastre.

a) Calculeaza valoarea raportului dintre numarul bilelor rosii si numarul bilelor
care nu sunt rosii.

b) Calculeaza valoarea raportului dintre numarul bilelor albastre si numarul

bilelor din urna.

c) Calculeaza X + Y + Z, unde X este valoarea raportului dintre numarul bilelor care

nu sunt rosii si numarul bilelor din urna, Y este valoarea raportului dintre numarul

bilelor care nu sunt albastre si numarul bilelor din urna, iar z este valoarea

raportului dintre numarul bilelor care nu sunt galbene si numarul bilelor din urna.
13. Intr-0 urna sunt 28 de bile colorate in rosu, galben si albastru. Bile rosii sunt de

doua ori mai multe decat cele galbene si cu 3 mai putine decat cele albastre.

a) Calculeaza valoarea raportului dintre numarul bilelor rosii si numarul bilelor

galbene.

b) Calculeaza valoarea raportului dintre numarul bilelor albastre si numarul

bilelor rosii.

c) Calculeaza valoarea raportului dintre X siy, unde X este raportul dintre numarul

bilelor care nu sunt rosii si numarul bilelor din urna, iar y este valoarea raportului
dintre numarul bilelor care nu sunt albastre si numarul bilelor din urna.



Rapoarte, proportii UNITATEA 2

14. Fiea=1,(1) +2,2) +3,(3); b =4,(4) + 5,(5) si ¢ = 3,3) - 1,(1). Calculeaza X + Y + Zsi
X-y+Yy-Z+Z-X unde X este valoarea raportului dintre a si b, y este valoarea

raportului dintre b si ¢, iar Z este valoarea raportului dintre ¢ si a. INDICATIE:
15. Pe o harta a Romaniei, realizata la scara 1:800 000, distanta dintre localitatile b) Calculeazi cati km
Bucuresti si Suceava este un segment cu lungimea egala cu 55 cm. parcurge automobilul
a) Determina distanta pe teren dintre cele doua localitati. intr-un minut folosind
b) n cat timp parcurge un automobil aceasta distanta daca se deplaseaza cu mgtoda reducerii la
viteza de 75 km/h? unitate.

16. Scara unei harti este 1:500 000. Calculeaza distanta (in km) dintre doua localitati,

stiind ca pe harta aceasta este egala cu 12 cm. LUCRATI IN PERECHI!

17. 0 macheta ce reprezinta Palatul Parlamentului, T EERRERRRR Exprimati, folosind
realizata lascara1:500, are inaltimea zzay s Lo T rapoarte procentuale,
.y T e

raportul dintre
suprafata colorata cu
verde si suprafata

egala cu 16,8 cm. Ce inaltime (in m)
are Palatul Parlamentului?

18. Determina scara unei harti stiind

ca distanta de 75 km din teren este reprezentata pe harta de un segment cu totala:
lungimea egald cu 2,5 cm. a) b)
19. In 420 g de apa distilata s-au dizolvat 60 g de sare. Care este concentratia
solutiei obtinute?
20. Daca dizolvam 30 g de sare in 220 g de apa, care va fi concentratia solutiei 0

obtinute?

21. Se topesc 315 g de aur si 45 g de arama (cupru). Care este titlul aliajului obtinut?

22. Care este titlul aliajului produs din 600 g de platina si 200 g de arama?

Proiect @

Ce vei face:
Pe 0 coala de hartie, vei realiza o schita a locuintei tale la scara 1:150.
De ce vei face:

Pentru a masura lungimi ale unor obiecte din realitatea inconjuratoare
(utilizand instrumente de masurare adecvate), pentru a construi figuri
geometrice cu dimensiuni date si pentru a realiza o schita la o anumita scara.

Cum vei face:
» Identifica figurile geometrice invatate prin care poti reprezenta camerele locuintei.

« Mdsoara, cu un instrument de masura adecvat, dimensiunile podelei si noteaza aceste dimensiuni (in
centimetri) intr-un tabel.

» Completeaza in tabelul realizat anterior dimensiunile figurilor geometrice prin care vei reprezenta
camerele locuintei in schita ta.

» Documenteaza-te despre modul in care se reprezinta ferestrele si usile in schita unei incaperi.
Cum vei sti daca ai reusit:
Prezinta in clasa proiectul tau si afla de la profesor si de la colegi ce le-a placut si ce recomandari au.
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UNITATEA 2 Rapoarte, proportii

2. Proportii. Proprietatea fundamentala a proportiilor.
Determinarea unui termen necunoscut dintr-o proportie

! o
9 Descopar

Radu si Mircea au primit salariul pentru luna precedenta. Mircea afirma ca la un
salariu brut de 5 400 de lei a platit un impozit de 540 de lei, iar Radu afirma ca la
un salariu brut de 6 300 de lei a platit un impozit de 630 de lei.

a) Care este raportul dintre impozitul retinut si salariul brut pentru Mircea? Dar
pentru Radu?

b) Compara valorile celor doua rapoarte aflate la punctul a).

Pentru a retine mai Egalitatea a doua rapoarte se numeste proportie.

usor denumirea Fie proportla

termenilor dintr-o b~ d
) . a, b, ¢ si d se numesc termenii proportiei. Termenii a si d se numesc extremi, iar
proportie putem scrie g ’ J

) termenii b si ¢ se numesc mezi.
astfel proportia: 7

£, unde a, b, c si d sunt numere rationale pozitive. Numerele

. EXEMPLU:
extremi n_2
a ¢ Vv V 5 reprezmtaoproportle
== oa:b=c:d.
b d M Termenii proport|e|121 %sunt 1, 2, 22 si 4. Extremii sunt 11 Si 4, iar mezii sunt
mezi
25si 22.
Pentru a scrie relatia . .
. L Produsul extremilor proportiei Mo 22 oo 14 = 44, iar produsul mezilor
de mai sus, folosim 2 4 1 2
semnul <" si citim acesteia este 2-22 = 44. Asadar, produsul extremilor proportiei 5 =7 este egal
»echivalent cu” sau cu produsul mezilor acesteia.
»daca si numai daca”. Proprietatea fundamentala a proportiei

in orice proportie, produsul extremilor este egal cu produsul mezilor.

Dacé% - ‘%, unde g, b, ¢ si d sunt numere rationale pozitive, atuncia-d = b-c.
Intr-adevar, daca % = 5, atuncia:b = c:d = k,unde k este un numar rational
pozitiv.

a:b=k=a=kb=ad=(k-b-d-= k'b‘d} a-d=b-c

c:cd=kR=>c=kR-d=>b-c=b-(k-d) =k-b-d

Dacaa-d = b-catuncia = (b-c):d,deunderezultaa = %
b-c
. a__d _b-c. b-c1_¢c
0b§|nemb— b d :b = b d

Aceste rezultate pot fi formulate astfel:

Fie a, b, c si d numere rationale pozitive.
a

a - € dacisi idacia-d = b-
b ddaca§|numaldacaa d=b-c
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Determinarea unui termen necunoscut dintr-o proportie

Fie proportia -g— = g, unde a, b, ¢ si d sunt numere rationale pozitive.
(- boc :
a==y produsul extremilor
un mez = <
b-c celalalt mez
g=£:»a-d=b-c:<d=T
b~ d p - ad
¢ produsul mezilor
_a-d un extrem = ——
S celalalt extrem
EXEMPLE:
a_>5 15=12 - 212-5 — 4_5 ey, _4-15 o
1 D 35S a 15=12-5& a-= B Sa b, 3.y 15@4 15=y-5& VY 5 <Y 12;
3.2 L3.x-7. 112 - 98 b4 _Z 15=20 - _4-15 ,
2.7- &3:-X=7-12 X= 3 S X=28; 4, 20° 15 S4-15=20-2 7= 20 S Z2=3.

Exercitii rezolvate

1. Verifica daca urmatoarele perechi de rapoarte pot forma proportii:

10,15 y11..16
a)4$| : b)2$|3-
Rezolvare:
10-6 = 60 10 _ 15. 11-3=33} 1. 16
a)4-15=60} L6 b) 6 -3 273

2. Scrie o proportie ai carei termeni sa fie 4, 5, 12 si 15.
Rezolvare:

Stim ca % = % daca si numai daca a-d = b-c. Trebuie, asadar, sa gasim

perechile de numere care au acelasi produs.
Cum 4-15 = 5-12 si inmultirea numerelor rationale este comutativa, putem

e & 22 15 512 _15 12 _ 4
forma proportiile: TR IR AN AR

Aplic
L -
1. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa. . f
1 7 @ v .
728, 25 125 3.1,
a)§_ﬁ1|:| d)7 _3'51 g)5_ 7,|:| | ] ‘,\ ‘
21 _ 80, 25 _ 625 101° _ 0",
b5 = 3g: 1] &35 = 875 h5-= 550
17 _ 34, 1,02 86 8312 6%
O35 = i 032 = 27360 Dgm = g
2. Scrie cel putin doua proportii distincte ai caror termeni sa fie numerele:
a) 3; 6; 13; 26; C) 2; 6;1,5; 4,5; @) 2100; 250, (100, 350 . 50,
1.3.7. 14,

b) 2;14;7; 4; ds3; %5 150




UNITATEA 2

Rapoarte, proportii

STIATI CA..?

« Cuvantul egal
provine din limba
latina

@qualis, aequus =
deopotriva, egal.

« Simbolul ,,=" utilizat
in matematica pentru
egalitate, a fost folosit
pentru prima data in
anul 1557 de catre
matematicianul galez
Robert Recorde n
,The Whetstone of
Witte”. Acesta explica
simbolul sau ca fiind
gemowe lines (linii
gemene). in forma
originala a simbolului,
cele doua linii
paralele erau mult
mai lungi decat in
forma actuala.

« Simbolul ,="nua
fost utilizat imediat
pe scara larga,
ajungandu-se la acest
lucru abia dupa anul
1700.

3. Completeaza spatiile libere cu numere rationale pozitive pentru a obtine @

proportii:
_—i 2_5—@ 6_5—1_55 m—_
g =1 A% == &)= = o 2555 = 666
2 2 05
ﬁ-z. E-Q i=§ T o e
OE R L s = = hgs = 5
3

4. Determina numarul natural Xy, stiind ca 12, 15, 18, Xy sunt termenii unei proportii.
5. Determina numarul rational pozitiv X din proportiile:

1. 2
2% _12, X _32:4 41236 1273 X,
a)’IO_X’ d)48'67_ 23 ] g)x_121 J)l_l_l’
3 4 28
9 _X, 2:35_X, 025 004 \210+210 x|
b)gg =33 )55 =10’ o5 ="x W35 =00, 1000
1 3
32_15, X _ 1 .E_Z. 3203 {5202
C)F_Y’ f)O_,‘I_W’ l)z-)—(, I)T-W-
3

6. Raportul dintre pretul unui caiet si pretul unei carti este %
Determina pretul caietului, stiind ca pretul cartii este de 30 de lei.
13

7. Raportul dintre inaltimea lui Vasile si inaltimea Mariei este 37-

Ceinaltime are Maria, daca inaltimea lui Vasile este 182 cm?

8. Raportul a doua numere naturale este %, iar cel mai mic

dintre ele este 15. Care este celalalt numar?

5 . .
73’ lar cel mai

mare dintre ele este 52. Determina celalalt numar.

9. Raportul a doua numere naturale este

10. Raportul a doua numere rationale pozitive este g, iar
unul dintre ele este 16. Determina celalalt numar.

11. Calculeaza X - y - 10, stiind i = %

< XY+
12. Calculeaza X -y, ;(%/ ? F:-yTy'st”nd c %=$
a-d
b-c
unde a, b, c si d sunt numere

13. Demonstreaza ca X = 120 + este patratul unui numar

C

.. < a_c
natural stiind ca b4

rationale pozitive.

14. Determina numerele naturale de doua cifre cu

proprietatea ca raportul dintre diferenta si suma cifrelor
1

fiecaruia dintre ele este 3

(5 2 _15. O bijuterie este confectionata din 12 g aliaj de aur cu titlul 0,750. Ce cantitate

N 44

_ *cy deaur pur contine bijuteria?
) ?{ 16. Titlul unui aliaj de argint si cositor este 0,875. Ce cantitate de argint
este intr-o bucata de aliaj de 12 kilograme?



Rapoarte, proportii UNITATEA 2

3. Proportii derivate

Descopar
Se considera proportia % = % Verifica daca se obtine o proportie in fiecare dintre
situatiile:

a) se schimba mezii intre ei;

b) se schimba extremii intre ei;

¢) se rastoarna rapoartele;

d) se inmultesc ambii termeni ai unuia dintre rapoarte cu acelasi numar nenul;
e) se impart ambii termeni ai unuia dintre rapoarte la acelasi numar nenul;

f) se inmultesc numaratorii rapoartelor cu acelasi numar nenul;

g) se impart numitorii rapoartelor la acelasi numar nenul.

invit @

Orice proportie obtinuta dintr-o alta proportie se numeste proportie derivata.
Proportiile derivate pot fi:
» Proportii derivate cu aceiasi termeni:

Proportia initiala schimbam extremii intre ei % = g
a_c
b d' a b
unde a, b, ¢, d sunt schimbam mezii intre ei c 4
numere rationale b d
pozitive rasturnam rapoartele a~¢c
» Proportii derivate cu alti termeni:
a@p_c a_tpP
inmultim/impartim ambii termeni ai unui raport b-p d b dp
cu un numdr rational pozitiv p a:p _ ca_ cp
b:p d b d:p
o ap_cP a _ c
Proportia initiala inmultim/impartim ambii numarétori/ b d bp dp
a_c numitori cu un numar rational pozitiv p amp _c¢p a _ c
b d b~ d'b:p dip
unde a, b, ¢, d sunt
numere rationale Lolp €00 E=lD _ G
pozitive adunam/scadem numitorii la/din numaratori b d b d
(a>b, c>d)

a _c _a __c
b+a d+c’ b-a d-c
(b>a, d>c)

adunam/scadem numaratorii la/din numitori

45 N
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EXEMPLE:

1. Proportiile derivate cu aceiasi termeni obtinute din proport|a§ 291 sunt:
271 % (am schimbat extremii intre ei);
. % = % (am schimbat mezii intre ei);
. % = 291 (am rasturnat rapoartele).

2. Proportii derivate cu alti termeni obtinute din proportia 165 %:
15.20 . 15 _ 20 _ 15_20 15,20 15+6_20+8 _ 21_28.
6 8 ©6-7 87 12756 6 8° 6 8 <6 8
15_20  15:5_20:5 _ 3 _4. 15_20 15-6_20-8 _ 9_12,
6 8 ° 6 8 <6 8 6 8° 6 8 68
15_20  15-9_20 _ 135_20. 15.20 . 15 _ 20 15_20
6 869 8 54 g8’ 6 8 T6+15 8+20 < 21 28
15,20 15_20:4 _15_5
6 876 8:4 6 2

OBSERVATIE

Putem obtine proportii derivate schimband in acelasi fel fiecare raport. De exemplu, din proportia
ca+m-b c+m-d
g d (a, b, ¢ si d sunt numere rationale pozitive) obtinem proportia P b P T unde

m, n Si p sunt numere rationale pozitive.

Exercitii rezolvate

- X e oo Lo 2X*Y 19
1 Determlnaraportuly,§t||ndcax,yeN sSi—y =

Rezolvare:
Metoda I. Folosim proportii derivate:
2X+Y 19 (X+Y)-Y 19-11 _2x_8 _(2X):2_8:2 X 4

y "My TTm Y HTy Con oy

Metoda II. Folosim proprietatea fundamentala a proportiei:

2xy+y T (2X+Y) =19y 5 22X+ Ty =10y 5 20X =8y > = = F=
2. Scrie o proportie derivata obtinuta din proportia g 165. care sa aiba un termen

egal cu 17.

Rezolvare:

Observam ca17=3-5+2.

2_6 2 _ 6 2 _6 2 _ 6 2_6

5715~ 3.5 3-15 ~ 15 45 ~ 15+2 45+6 17 51’
3. Determina numarul rational pozitiv X, stiind ca:
a)X+7 9 b)§=x+3

X "4 5
Rezolvare:
a) %y .= %:X+;_X=¥:%=%$X=%:x=%-

X_X+3 X _8 X 8 X_8 _3-8 _24
b) =5 2 X33°15 = Xs3-X"T5-8 > 3°7 = X777 > X=5
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0]
4. Se da proportia % = % Determina numerele rationale pozitive X si Y, stiind ca:
a) X +Y =24 b) 3X + 5y = 25.
Rezolvare: 3
Y 7 Y*X_ 745  24_12 24-5 _
Ax=5=>"x =5 X 5 > X=Tp > X=10 1
y _7 _10-7
ﬁ—géy—Téy—V}
y_ 7 y 7 Y _ 7 _3Y_ 5.7 5 35 0
D%=f= %752 KBS W D wR
SY+3X 35+15 25 _50 25 _ 50 25 _50 25-5 _5.
3X © 15 73X 15 73X:3 15:3 > X5 7X=T5p »X=3;
y 5.5 35 6
=1 =2 2 - 3.1 =1
555 > Y= 5 2 YEE 2 YE5 =2 Y= 52 Y= g
2
. -4y x_Y
5. Determina raportul 3y » stiind ca 53
Rezolvare:
X_ Y o X_5_7X_7-5_7X_35 35 X _3
5737y 37y T3 Ty-” :"4y L3745y 7 12

X4y _35-12 X4y »3 7X by 23 X-4y 23

Ly 12 iy TRT wyh Mk Yy 37 7
2

7X-4y_£ IX-4y 23
3y 337 3 9

Aplic
1. Scrie proportiile derivate cu aceiasi termeni obtinute din proportiile: 0
15 _30. 2._6. 8 _24. 6_36. 25_5
V7% Pty Istis Dyt @]
2. Completeaza spatiile libere pentru a obtine proportii derivate din proportia b 197 3
30 _ ... 2 _ ... a _ .
a) p c) Rl e)b—a = 1
a _ ... a_ _ .. a+b _ ..
b) 5p = d)a+b = f)b—a
3. Scrie proportiile derivate din proportia 1; 22, obtinute prin: O

a) inmultirea numitorilor cu 7;

b) impartirea numaratorilor la 11;
¢) inmultirea termenilor primului raport cu 9; 6
d) impartirea termenilor celui de-al doilea raport la 2; 3
e) adunarea numitorilor la numaratori;
f) scaderea numitorilor din numaraton 8
4. a) Scrie o proportie derivata dinZ 5 ]8 care sa aiba un termen egal cu 16.
b) Scrie o proportie derivata din 2 § %g care sa aiba un termen egal cu 8. 3
c) Scrieo proportle derivata din 21 15 ; care sa aiba un termen egal cu 24.
5. Daci % V= ? folosind proportiile derivate, determina rapoartele: 7
2X X . X+y X-y 3X+y X
)yy b)5yr C) y [} d) y ’ e)X—yl f)3X+2y' 4

pra
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- . X Lo .
6. Determina valoarea raportului XT)}I, stiind ca raportul numerelor rationale

pozitive X si Y este %

7. Stiind cé% = g, determina rapoartele:

a+b. a-b. 2a +3b. 3a+b. 3a-2b. 5a+b
V5% P 9% A%y Oy T

8. Raportul a doua numere naturale este g Determina raportul dintre suma si

diferenta lor.

9. Raportul a doua numere naturale este % Determina raportul dintre triplul

numarului mai mic si dublul numarului mai mare.

3§
a @O f . . . ‘. . .
| W\ﬁ &‘ & *’ 10. Aura a cumparat o carte si un caiet pentru care a platit 38 de lei. Determina
© - Y pretul fiecaruia dintre cele doua produse, stiind ca raportul dintre pretul

: & . . - 3
Y . & o caietului si pretul cartii este -

2,3 - 11. ntr-o clasa cu 30 de elevi, raportul dintre numarul elevilor care vorbesc fluent
0

limba franceza si numarul elevilor care vorbesc fluent limba engleza este %, iar

fiecare elev vorbeste fluent numai una dintre cele doua limbi. Cati elevi vorbesc
. L) : fluent limba engleza?

12. Fie m, n € N". Determina raportul %, stiind ca:
2m+n _8, 5m _10, m__ 2, 2m +5n _
Vments Daeat7 9fm-niy D amen -
13. Folosind proportii derivate, determina numarul rational pozitiv X.
a)X+5_8. b) X =Z. C)X_X"'ll-. d) 13 _12

X "3 13- 29 '

2,
3

X+1° X
14. Se da proportia - Determina numerele rationale pozitive X si Y, stiind ca:

a)X+y=6; b)y-X=6; ) 2X + 3y = 62.

15. Se da proportia % = % Determina numerele rationale pozitive X si Y, stiind ca:

aAX+y =09 b)X-y = 3; C)X+3y = 34
16. Ce cantitate de sare trebuie sa adaugam in 680 grame de apa distilata pentru a
obtine o solutie cu concentratia 15%?

Portofoliu

Rezolva cerintele urmatoare pe o coala de hartie si adaug-o la portofoliu.

1. Folosind numerele naturale nenule mai mici sau egale decat 20, formeaza multimi
cu patru elemente, astfel incat cu cele patru elemente sa poti forma proportii.

2. Scrie cat mai multe proportii, folosind multimile scrise la punctul 1.
Am -

3. Alege o proportie dintre cele scrise la
punctul 2 si scrie 10 proportii derivate
obtinute din aceasta.

N 48
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4. Sir de rapoarte egale

Descopir @

in tabelul de mai jos sunt inregistrate date privind achizitia de lapte dintr-o gradinita
pe parcursul unei saptamani. Tabelul a fost patat cu acuarele si nu se mai pot vedea

unele date.

Ziua Luni Marti Miercuri Joi  Vineri  Total
Pretul (lei) 137,50 165,00 176 132

Cantitatea (litri) 25 30 2 B 20

1. Determina valoarea raportului dintre pret si cantitate pentru fiecare dintre zilele
luni, marti si miercuri. Ce observi?

Stiind ca valoarea raportului dintre pret si cantitate este aceeasi in fiecare zi,
rezolva sarcinile urmatoare:

2. Completeaza tabelul cu cantitatea de lapte care a fost achizitionata joi.
3. Completeaza tabelul cu pretul laptelui achizitionat vineri.

4. Determina cantitatea totala de lapte care a fost achizitionata si suma de bani care
trebuie platita. o

5. Determina valoarea raportului dintre pretul total si intreaga cantitate de lapte.
Cum este acesta fata de valoarea raportului determinata la punctul 1?

invat @

Trei sau mai multe rapoarte care au aceeasi valoare formeaza un sir de rapoarte egale.

EXEHPLU:
15 _ ... 125 175 15 _ 5 _ 125 175
F—Z,S, ,5:’ 6 _2_ 5 - 7'

sir de rapoarte egale
. a . .. .
Asadar, daca b =k, bz R, b3 R, ...,b—”=k(a1,az, , @y, by, b, ..., by, R sunt numere rationale pozitive), atunci
1

cu aceste rapoarte se poate forma sirul de rapoarte egale Z Z— % =.= %-
1 3 n
OBSERVATII
1. Oricare doua rapoarte dintr-un sir de rapoarte egale formeaza o proportie.
EXEMPLU:

15_6_75 24 _15_75 6_75 6_24

20870032 —20-1700' 8-100' 8 32 SUnt proportii.

2.Tntr-un sir de rapoarte egale, daca inmultim sau impartim cu acelasi numdr nenul toti numaratorii sau
numitorii, obtinem tot un sir de rapoarte egale.

EXEMPLE:

/675 2% 15 .6 _ 75 _ 2k _15_6_75_2%

20 8 100 327 20:4 84  100:4 324 5 2 25 8’
15 _6_ 75 24 15-5_6-5_75-5_24-5_ 75 _30_375 _120
20 8 100 32 20 8 100 32 20 8 100 32

49 N
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3. Daca inmultim sau impartim ambii termeni ai unui raport sau ai mai multor rapoarte ale unui sir de
rapoarte egale cu numere nenule, obtinem tot un sir de rapoarte egale.

EXEMPLU:
_6_175

Fie sirul de rapoarte egale 20 =8°100 32 - Daca inmultim termenii primului raport cu 4, termenii celui

de-al doilea raport cu 5, iar termenii celui de-al treilea raport i impartim la 25, obtinem sirul de rapoarte
60_30_3_24
egale gy =404 3"

Proprietatea fundamentala a sirului de rapoarte egale

in orice sir de rapoarte egale, raportul dintre suma numaratorilor si suma numitorilor este egal cu fiecare
dintre rapoartele sirului dat.
.a, a, a a, .a, a, a, a, a,+a,+a;+..+a,
Daca .~ =:"=;"=..=;—atunci - =3"=,-~-=.. =71 = unde a, a, ..., a
b, b, b, b, b, b, b, b, b1+b2+b3+ .+b,’ Pep e T
b,, b, ..., b, sunt numere rationale pozitive.

.a a a a . . .. .
Dacab—1 = b_z = b—3 = e =b—"=k(ke numar rational pozitiv), atunci:
1 2 3

n

a )
b—1=k:a1=k-b1

a
Z=kR=a,=k-b,

b, a+az+a3 ..+a,,=k-b1+k-b2+k~b3+...+k-bn:k-(b1+b2+b3+...+b,,)=k
%k#%:k.b b, +b,+b,+..%b, b,+b,+b, +..+ b, b,+b,+b, +..+b, :
3
a
b—”—k:»a =k-b,
a4 0, 8;_ G,
b, b, by " b, a, G, G G, G,+0,+0;*+..+q,
0+ 0,405+ 4a, Zb, b, b, " b, by+b,*b,+..+b,
b,+b,+by+..+b,
EXEMPLU:
B _6_ 75 26 15+6+75+24 15 6 _ /5 24120
20 8 100 32 20+8+100+32 20 8 100 32 160
Exercitii rezolvate
1. Determina numerele rationale pozitive X, Y si Z, stiind ¢ % )5/ %|x+y+z 68.
Rezolvare:
Folosim proprietatea fundamentala a sirului de rapoarte egale:
x_Y_z _X*Y*Z 68 _, . X_ _ _
35 5 35559 " 1 “4=> 34>X=3-4X=12
Analog, obtinem y =20 si Z = 36.
2. Determina numerele naturale a, b si ¢, stiind ca % = g, g =§ sia+b+c=245
Rezolvare:
ab_a _b _a b
3°7 3:3 7:37 92 :>g=g=g$g=gzg= a+b+c=@=7
a_c 9721579 2175 9+21+5 35
975
=7-9= 632'7: b=21-7=147, £=7 = ¢=7-5=35.

'21 "5
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3. Determina numerele naturale X, y si Z, stiind ca 5% " % SI2X + 3y + 42 =138. 1
Rezolvare /‘»

2x_3Y 4z _ 2x 3 4z 2X+3y+4Z 138
10712724 7 10 12 24 10+12+24 46

=3 = Y=4-3=12, =3 = Z=6-3=18.

'6
Aplic

1. Verifica daca rapoartele 7,28 35 14 4 pot forma un sir de rapoarte egale.
28 10 4 12 J
b_4

. R
2. Determina numerele naturale a si b, stiind ca g = 57 = 75-

3. Pentru prepararea prajiturii Tiramisu se folosesc: 400 g de piscoturi, 600 g de
branza dulce/mascarpone, 6 galbenusuri, 200 g de zahar, 300 g de frisca, 4 cescute
de cafea si 2 lingurite de cacao. Ce cantitate din fiecare ingredient trebuie adaugata,
daca se face prajitura dupa aceeasi reteta si se folosesc 450 g de frisca?

4. Mortarul este un amestec de var, nisip, ciment si apa. Pentru a efectua zidaria unei
case, Robert prepara in betoniera mortar din 16 kg de var, 48 kg de nisip, 8 kg de
ciment si 16 | de apa. Pentru ca nu este suficienta cantitatea pregatitd, el preparao
a doua cantitate folosind 24 | de apa. Care vor fi cantitatile de var, nisip si ciment
folosite pentru prepararea celei de a doua cantitati daca foloseste aceeasi reteta? *

5. Determina termenii necunoscuti din sirurile de rapoarte egale:

X _6 _10 _14 1 _a_b_56b
A3=y =157 C)1,3,)'2'4‘ c
b)l=L=£=£. d)2=£=@=L
m~25710 125 2T 7 7s T 0(e)
X+Z indcaX Yo Z ot
6. Calculeaza yrtrs stindcay = 3 = 9 =53
31-a+b+c+d XY _z_t
7. Calculeaza 1 X+y+z+t'5t”nd a=p"c"g°- 5.
8. Determina numerele rationale pozitive X, y si z, stiind ca é—( = ¥ = % Si
X+y+Z = 63.
9. Determina numerele naturale X, Y si Z, stiind c é % = %;ix+y+z=90.
10. Calculeaza a, b, ¢ si M, stiind ca ¢ = b Lsia+b+c =180
' c ' 26 107
< :3a+8b-¢c .. . .0 _b_c
11. Calculeaza a, b, csi W,stund ad 24 ° 93 ia+b+c = 75.
12. Determina numerele naturale a, b si ¢, stiind ca INDICATIE:
a_b a_ a_bb_15 . . ha_b__a_b
326" 11 sia+b+c=50; i)5=51¢=g sia+b+c=60. ')§=Z=>_3=ﬁ=>
13. Determina numerele naturale X, Y si Z, stiind ca = % =%
x_Y_z X Y _7
)2 7|X+Au3zzm ms TRELE Si 3X + 4Y + Z = 140.
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5. Marimi direct proportionale

Descopar

Pentru a-si usura munca, un vanzator de fructe realizeaza tabelul de mai jos, in care
inregistreaza pretul pentru anumite cantitati de mere.
Cantitatea (kg) 1 2 3 5 7
Pretul (lei) 4 8
a) Completeaza datele lipsa din tabel.
b) Completeaza spatiile libere pentru a obtine enunturi adevarate:

noii cantitati de mere ... de acelasi numar de ori.

» Daca cantitatea de mere se micsoreaza de un anumit numar de ori, atunci
pretul aferent noii cantitati de mere se ... de acelasi ... ... ...

pretul Completand tabelul de la problema propusa la sectiunea Descopdr obtinem:
2B |pe=omomomsmses .
- Cantitatea (kg) 1 2 3 5 7
Pretul (lei) 4 8 12 20 28

AYpeomeee ? Datele din tabel se pot reprezenta grafic ca in figura 1.

P Analizand aceste date, observam cd, dacd marim/micsoram cantitatea de mere
12}---- o i de un anumit numar de ori, pretul aferent noii cantitati se mareste/se micsoreaza
P de acelasi numar de ori. In acest caz, putem spune ca intre cele doud marimi,

8f--e . . e . . ..
cantitate si pret, exista o relatie de proportionalitate directa.
bie -  ve e e . . a . .
antitatea  DOUQ marimi variabile, care depind una de alta, astfel incat daca una se mareste
15 P (se micsoreaza) de un numar de ori, atunci si cealalta se mareste (se micsoreaza)
I de acelasi numar de ori, se numesc marimi direct proportionale.
igura
Fiea, a, a,..,a,(n€N,n 22)numere rationale pozitive. Pentru a scrie o multime
cu elementelea,, a,, a,,..,a,, in care ordinea elementelor este a,, a,, a,, ..., Si nu
poate fi modificatd, vom folosi notatia (a,, a,, a,,....a,).
OBSERVATIE fiea, a, a,..a,b,b,b,..b, (n€N,n22) numere rationale pozitive. Intre
o multimile (a, a,, a,,..,a,) si (b, b, b,...,b ) se stabileste o proportionalitate
De obicei, in probleme . .. .G a, a, a, .
directa daca —— = == = .= = ... = —. Valoarea comuna a acestor rapoarte se
se foloseste b, b, b, b,
exprimarea ,numerele  numeste coeficient de proportionalitate.
a, a, as..,a,sunt a @ a  a "
direct proportionale b, b, b, T b,

cu numerele

coeficient de proportionalitate
b, b, b,..b"
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EXEMPLE:

1. Intre multimile (1,2, 3, 5, 7) si (4, 8, 12, 20, 28) se stabileste o proportionalitate
s 1_.2_3_5_17
directa pentru @, =5 17 °2 - 28
2. Intre multimile (14, 18) si (3, 9) nu se stabileste o proportionalitate directd

deoarece% - %(14-9 # 3-18).

Exercitii rezolvate

1. Din 12 m de stofa se confectioneaza 5 costume. Cati metri de stofa sunt necesari AtlcUle
pentru a confectiona 24 de costume? Completeaza tabelele,
Rezolvare: tinand cont de faptul
Notam cu a cantitatea de stofa necesara confectionarii a 24 de costume. Cantitatea ca intre cele doua
de stofa si numarul de costume sunt marimi direct proportionale. Obtinem marimi din fiecare
% = %, de unde rezulti a = 12 _;)24, adicd a = 57,6 m. tabel exista o
. proportionalitate
2. Imparte numarul 186 in parti direct proportionale cu numerele 0,5; 0,(3) si 0,2. directs.
Rezolvare: A

Fie a, b si ¢ cele trei parti in care trebuie impartit numarul 186. .
' ' ' Cantitatea  Pretul

0?5 = 0’?3) = OL,Z => % = % = % Folosind proprietatea fundamentala a sirului de (kg) (lei)
2.3 05 1 6,5
rapoarte egale obtinem % = % = % = ‘11 * ? +1C = 13?—16 = 186 - g—? = 180. 2
2 3 5 2'3'5 30 25
%=180=>a=%=>a=90,%=180;»b=%:>b=60, 5
2 3 42
§2180 = c= 1> c=36. :
5 B.
Cele trei parti direct proportionale cu numerele 0,5; 0,(3) si 0,2, in care a fost
impartit numarul 186, sunt: 90, 60 si 36. Timpul  Distanta
(ore)  parcursa
. (km)
Aplic 1 0
1. Stabileste care dintre urmatoarele marimi sunt direct proportionale: 2
a) numarul de robinete cu acelasi debit si cantitatea totala de apa care curge prin 3
ele intr-un interval de timp; 5
b) numarul de robinete de acelasi debit si timpul necesar umplerii unui rezervor; 8
¢) numarul de borcane de acelasi fel si cantitatea de dulceata care se ambaleaza 12
inele;
d) timpul si distanta, daca viteza este constantg; OBSERVATIE

e) cantitatea de lapte si cantitatea de unt care se obtine din el; Pentru completarea
tabelului B, stim ca

f) viteza si timpul, daca distanta este aceeasi. ° 3
viteza este constanta.
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APLICATIE 2. Stabileste daca intre urmatoarele multimi este o proportionalitate directa. @
Completeazi tabelele a) (4 20) si (3; 15); c) (0,1, 0,(3); 1,2) si (0,3; 1; 3,6);

urmatoare si verifica, b) (4,5; 6) si (1,5; 2); d) (1; 5, 7; 13; 21) si (3; 15; 21; 26; 63).

in fiecare caz, daca 3. Pentru 5 zile de munca, un salariat primeste 650 de lei. Daca intr-o luna sunt
intre multimea 21 de zile lucratoare, cati lei primeste salariatul in acea luna?

valorilor luiy si 4. Daca 9 camasi costa 585 de lei, cate camasi de acelasi fel se pot cumpara cu
multimea valorilor lui 1105 lei?

X se stabileste o

5. Un bunic are trei nepoti cu varstele 7, 9 si 10 ani. El imparte 910 lei celor trei

proportionalitate nepoti, direct proportional cu varstele lor. Ce suma primeste fiecare?

direct. In caz
afirmativ, determina
coeficientul de

6. Abonamentul pentru 3 luni la reteaua de
internet costa 84 euro. Care este pretul
abonamentului pentru un an?

proportionalitate.
A 7. 5Aautocare pot transporFa 175 de pasageri. De
cate autocare este nevoie pentru a transporta
X y = 3X 70 de pasageri?
1 3 8. Determina numerele naturale a si b, stiind ca
3 sunt direct proportionale cu 2 si 5 si
4 a+b = 35.
17 9. Determina numerele rationale pozitive a si b, stiind ca sunt direct proportionale
65 cu7si13,iarb-a=5.
7 10. Determinanumerele rationale pozitive a, bsic, stiind ca sunt direct proportionale
- cu9,1si15,iara+b+c = 245.
11. Trei muncitori, care au lucrat 5, 9 si, respectiv, 7 zile, au primit pentru efectuarea
unei lucrari 3990 de lei. Ce suma a primit fiecare, daca plata se face
B. proportional cu numarul de zile lucrate?
X y = % 12. Trei numere naturale sunt direct proportionale cu 5, 9 si 11. Stiind ca cel de-al
treilea numar este 77, determina celelalte doua numere.
1 o2 13. Determina trei numere direct proportionale cu 2, 3 si 7, stiind ca diferenta dintre
> cel mai mare si cel mai mic dintre numere este egala cu 25.
10 14. Tmparte numdrul 357 in parti direct proportionale cu numerele 4, 7 si 10.
5 15. Numerele rationale pozitive X si Y sunt direct proportionale cu 3 si 7. Calculeaza:
> 5x 5% +y X+y y X+y
80 a)ﬁ; )m; C)m; d)m; e)m-
196 16. Numerele rationale pozitive m, n si p sunt direct proportionale cu 1, 5 si 7.
Calculeaza:
+n+ + + -n+
a)l)n+ nn— n[;} b);::;_,_ig_,_g; c) 10mm +np zp'

17. Determina numarul natural abc, stiind ca media aritmetica a cifrelor sale este 5
si numerele a+b, b+c, c+a sunt direct proportionale cu numerele 3, 5,
respectiv, 7.

18. Determina numerele naturale ab, stiind ca numerele ab si ba sunt direct
proportionale cu 4 si cu 7.
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6. Marimi invers proportionale

Descopar

Pentru a umple cu apa un bazin dintr-un complex sportiv se pot folosi 12 robinete
cu acelasi debit. Dupa cum observi in tabelul de mai jos, timpul de umplere a
bazinului difera in functie de numarul de robinete folosite.

Numarul de robinete deschise 1 2 3 4 6 12

Timpul necesar umplerii (ore) 24 12

a) Completeaza datele lipsa din tabel.

b) Completeaza spatiile libere pentru a obtine enunturi adevarate:

» Daca numarul de robinete creste de un anumit numar de ori, atunci timpul
necesar umplerii bazinului se ... de acelasi ... ... ...

» Daca se micsoreaza de un anumit numar de ori numarul de robinete, atunci
timpul necesar pentru umplerea bazinului se ... de acelasi ... ... ....

invit @

Completand tabelul de la problema propusa la sectiunea Descopadr obtinem:

numar ore
Numarul de robinete deschise 1 2 3 4 6 247°®

Timpul necesar umplerii (ore) 2% 12 8 6 4

Datele din tabel se pot reprezenta grafic ca in figura 1.

Analizand aceste datele, observam cd, daca marim/micsoram numadrul de .
robinete deschise de un anumit numar de ori, timpul necesar umplerii bazinului 1 .
se micsoreazd/se mareste de acelasi numar de ori. In acest caz, putem spune ca
intre cele doua marimi exista o relatie de proportionalitate inversa. 8-

Doua marimi variabile, care depind una de alta, astfel incat daca una se mareste .
(se micsoreaza) de un numar de ori, atunci cealalta se micsoreaza (se mareste) {010 numar
de acelasi numar de ori, se numesc marimi invers proportionale. L e
1234 6

Figura 1

Fiea,a,a,..,a,b,b,b.,..b,(n€N,n 2 2) numere rationale pozitive. intre

multimile (a, a,, a,,...,a,) si (b, b, b,,..., b,) se stabileste o proportionalitate

inversadacaa,-b,=a,-b,=a,-b, = ..=a,-b,.

EXEMPLE:

1. intre multimile (1, 2, 3, 4, 6) si (24, 12, 8, 6, 4) se stabileste o proportionalitate
inversa pentrucal:24 = 2-12 =38 = 4-6 = 6-4.

2.Tntre multimile (10, 3) si (2, 7) nu se stabileste o proportionalitate inversa
deoarece10-2 # 3-7.
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De obicei, in probleme
se foloseste
exprimarea ,numerele
a, a, as,.., a, sunt
invers proportionale
cu numerele

b, b, b, .., b,"

OBSERVATIE

01’b1 = az'bz = 03'b3 = ...=an'bn¢>

=

Putem formula urmatorul rezultat:

intre multimile (a,, a,, @, ..., ) si (b, by, b, ..., b,) se stabileste o proportionalitate

inversa daca si numai daca intre multimile (a,, a,, as,...,a,) si (bl' bl' bl""' bl)

se stabileste o proportionalitate directa.

Exercitii rezolvate

1. Andrei parcurge cu bicicleta distanta dintre doua localitati in 40 de minute,
mergand cu viteza constantd de 30 km/h. Tn cat timp va parcurge distanta la
intoarcere daca merge cu viteza constanta de 25 km/h?

Rezolvare:

Viteza si timpul in care este parcursa o anumita distanta sunt marimi invers
proportionale. Daca t este timpul in care Andrei parcurge distanta dintre cele
30-40

doua localitati la Tntoarcere, atunci 30 - 40 = 25-t, de unde rezulta: t = %

adica t = 48 minute.

2. Determina numerele naturale invers proportionale cu numerele 3 si 7, a caror
diferenta este egala cu 12.

Rezolvare:

Fie a si b numerele cautate.
12

—_—

a_7 _a-b_7-3 12 _4 p =123

b3 b T3 T 3777 4
3. Tmparte numarul 240 n parti invers proportionale cu numerele 0,2; 0, (3); 0,125.

a-3=b-7= = b=9sia=21

Rezolvare:
Fie a, b si c cele trei pérti in care trebuie impartit numarul 240.
21 =3 - 125 1
021557003 =3 = 30125 =155 -5 .
i =b- 1p .l lya b c.
Atunci, a-02=b-0,3)=c-0125= a- 5 =b- 3°Cg=>5737g

240
_a+b+c_240 _

S 5+3+8° 16 = 15.Decia=5-15=75b=3-15=45sic=8-15=120.

Aplic

1. Stabileste care dintre urmatoarele perechi de marimi sunt invers proportionale:
a) lungimea si ldtimea unui dreptunghi atunci cand aria este constants;
b) numarul de robinete cu acelasi debit si cantitatea de apa totala care curge prin ele;
¢) numarul de robinete cu acelasi debit si timpul necesar umplerii unui rezervor;
d) viteza si timpul, daca distanta este aceeasi;
e) cantitatea de lapte si cantitatea de branza ce se obtine din el;
f) distanta si viteza, daca timpul rdmane constant.
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10.

1.
12.

13.

14.

15. Daca a, b si ¢ sunt numere rationale pozitive invers proportionale cu 0,2; 0,5 si

)a+b+c, )Za+b+3c, C)a+10b—c‘

2c+b-a’ b+4c+a’ b+c
O
5 & . + . (@2 p
o2 oo V

5. Daca 12 muncitori termina o lucrare in 8 zile, in cate zile termina aceeasi lucrare k4 L' )

. Un automobil parcurge distanta dintre doua localitati in 90 de minute mergand

. Determina numerele rationale pozitive a si b, stiind ca sunt invers proportionale

. Determina numerele naturale a si b, stiind ca sunt invers proportionale cu

&
P oo
O
5t
f}‘ 3
%
o
©0
I

Completeaza tabelele urmatoare: 7‘4 a
a)  Numérul de robinete 8 1 5 12 24 40 V;.‘

Timpul in care se umple bazinul (minute) 40

“N (
b)  viteza (km/h) 80 60 9 100 120 75 \ Ssss

a) (4 20) si (15; 3); c) (01; 3,3); 2) si (7;0,21; 3,5);

Timpul (minute) 45 X a
Stabileste daca intre urmatoarele multimi este o proportionalitate inversa. @ f
b) (4,5; 4) si (2; 2,25); d) (1; 8; 16; 24; 60) si (48; 6; 3; 2; 0,8); Q

. Arata ca numerele 1,5; 2 si 2,(6) sunt invers proportionale cu numerele 8; 6 si 4,5.

8 muncitori? Dar un muncitor? Se presupune ca toti muncitorii lucreaza in acelasi
ritm.

cu viteza de 80 km/h. Cu ce viteza ar trebui sa se deplaseze automobilul pentru
a parcurge aceasta distanta intr-o ora? ()

Determina numerele rationale pozitive a si b, stiind ca sunt invers proportionale -+

iara+ b =55.

11
cu numerele 339

cu numerele 0,5si 0,(3), iar 5a + 4b = 88.

numerele 3 si 5, iar diferenta dintre numarul mai mare si cel mai mic este 6.

Determina numerele rationale pozitive X, Y si z, stiind ca sunt invers propcr-
tionale cu numerele 40 si 50 si 25, iar suma lor este 5,1.

imparte numarul 888 in parti invers proportionale cu numerele 4, 5 si 6.

Determina numerele naturale a, b si , stiind ca sunt invers proportionale cu
numerele 3,7 si 9, iar diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic este 28.

Mircea cumpara cadouri pentru cei patru prieteni ai lui. Stiind ca preturile
acestor cadouri, exprimate in lei, sunt numere naturale invers proportionale cu
numerele 0,2; 0,(2); 0,22; 0,25, iar suma cheltuita de Mircea este 397 de lei,
determina pretul fiecarui cadou.

Daca X si Y sunt numere rationale pozitive invers proportionale cu 0,25 si 0,(3),
calculeaza:

4X+5y  (3X+2y 2X + 5y y X

a) 3X+yy b) X—yy C) 2y_X1 d)3X+y1 e)zx_y'

0,(3), calculeaza:
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7. Regula de trei simpla

Descopar

1. Din 16,8 m de stofa se confectioneaza 7 costume. Cati metri de
stofa sunt necesari pentru a confectiona 12 costume?

2. 8 muncitori termina o lucrare in 12 zile. Stiind ca toti muncitorii lucreaza in acelasi
ritm, determina numarul de zile in care termina lucrarea 32 de muncitori.

Rezolvari:

1. Daca numarul de costume confectionate creste, atunci si cantitatea de stofa
necesara confectionarii acestora creste. Asadar, numarul costumelor i cantitatea
de stofa necesara confectionarii lor sunt marimi direct proportionale.

Daca X este cantitatea de stofa necesara confectionarii a 12 costume, atunci
7 _12 ., _ 16812

%8 - X ,de unde rezulta X = 7 =28,8.

Atentie!

Pentru a calcula valoarea lui X, aranjam datele problemei in felul urmator:

7 COStUME wooonneeerrnrrennee 16,8 m

12 COSEUME e Xm

12-16,8
= = X =288,

2. Daca creste numarul de muncitori, atunci numarul de zile in care acestia termina
lucrarea se micsoreaza. Deci numarul de muncitori si numarul de zile sunt marimi

invers proportionale. Daca X reprezinta numarul de zile in care termina lucrarea

32 de muncitori, atunci 8-12 = 32X, de unde rezulta X = % =3

X =

Atentie!
Pentru a calcula valoarea lui X, aranjam datele problemei in felul urmator:
8 MUNCItOri...eeeerreerreenns 12 zile
32 MUNCItONi.uunrreeerrrererrrenn. X zile
8-12

X=3—2 = X=3.

invit @

Regula de trei simpla este procedeul folosit pentru aflarea termenului necunoscut atunci cand avem doua
marimi direct sau invers proportionale si se cunosc doua valori pentru una dintre marimi si o valoare
pentru cealalta marime.

Pentru a rezolva o problema folosind regula de trei simpla procedam astfel:
« inregistram valorile celor doua marimi;
» identificam relatia de proportionalitate;
« aflam necunoscuta.
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Aplic

1. Daca 16 caiete costa 104 lei, cate caiete de acelasi fel se pot cumpara cu 286 de lei?

2. 20 de robinete pot umple un bazin in 27 de ore. Tn cat timp pot umple bazinul
18 robinete?

3. Corina a cumparat 12 creioane, pentru care a platit 30 de lei.
a) Cate creioane de acelasi fel va cumpara Radu cu 37,5 lei?

b) Sanda a achizitionat 9 creioane de acelasi fel si a platit cu 0 bancnota de 50 de
lei. Ce rest primeste?

4. Pentru a fabrica sapun, la 180 g de grasime se adauga 60 g de soda caustica. Cata
soda caustica se adauga la 33 kg de grasime?

5. 0 sala de spectacole are 40 de randuri, cu acelasi numar de locuri pe fiecare
rand. Determina numarul de locuri ale salii, stiind ca pe 18 randuri ocupate
complet sunt 288 de spectatori.

6. Pentru a vopsi 5 fete ale unui cub sunt necesare 215 g de vopsea. Ce cantitate
de vopsea este necesara pentru a vopsi cubul?

7. Pentru a ambala o anumita cantitate de marfa sunt necesare 36 de cutii cu masa
de 5 kg. in depozit sunt numai cutii de 3 kg. Cate cutii de 3 kg sunt necesare
pentru a ambala intreaga marfa?

8. Andrei pleaca cu masina de la Bucuresti la lasi. El parcurge intreaga distanta in
5 ore, mergand cu viteza medie de 80 km/h. La intoarcere se deplaseaza cu o
viteza medie de 120 km/h. Tn cat timp ajunge la Bucuresti?

9. Din 15 kg de grau se obtin 11,25 kg de faina. Din cate kilograme de grau se obtin
90 kg de faina?
10. Un bazin in forma de cub se umple cu apa cu ajutorul unei pompe in 54 de

minute. In cat timp se va umple cu ajutorul aceleiasi pompe un bazin cu muchia
de doua ori mai mare? Dar un bazin cu muchia de 3 ori mai mica?

11. Lungimea pasului lui Remus este egala cu 75 cm. Pentru a =
parcurge distanta de acasa la scoala el face 1040 de pasi. . c’<@ )
Determina cati pasi face pentru a parcurge aceeasi distanta b e
Elena, sora lui, stiind ca lungimea pasului acesteia este - e
egala cu 65 cm. /

12. Din 10 litri de lapte se obtin 1750 grame de smantana, iar din 350 grame de 7
smantana se obtin 100 grame de unt. Cati litri de lapte sunt necesari pentrua . 7" _—
obtine 800 grame de unt? :;

13. Un robot realizeaza 108 piese in 2 ore si 24 de minute. Cate piese poate realiza ‘ s A -
in 160 de minute? = _

14. Din 15 kg de struguri se obtin 10,8 | de must. Ce cantitate de must se obtine din -H
600 kg de struguri? poEm————

15. Pe o harta realizata la scara 1:16 000, traseul intre locuinta lui Marian si sala de
sport, unde acesta participa la antrenamentele pentru concursul de atletism,
este 25 cm. In cat timp ajunge Marian de acasa la sala de sport daca se deplaseaza
cu viteza 4,8 km/h?
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8. Elemente de organizare a datelor. Reprezentarea datelor
By prin grafice in contextul proportionalitatii. Reprezentarea
¥ datelor cu ajutorul unor softuri matematice

Tmi amintesc

Situatia notelor elevilor clasei a Vl-a A la testul initial la matematica este
urmatoarea: un elev a obtinut nota 4, 3 elevi au obtinut nota 5, 2 elevi au
obtinut nota 6, 6 elevi au obtinut nota 7, 5 elevi au obtinut nota 8, 4 elevi au

obtinut nota 9 si 4 elevi au obtinut nota 10.

a) Organizeaza datele intr-un tabel.

b) Ce frecventa are nota 7? Dar nota 4?

c)

d)

e) Cat la suta din numarul de elevi au primit nota 10?

Determina valoarea minima si valoarea maxima a acestui set de date.
Cati elevi au luat note mai mari sau egale decat 7?

f) Care este media notelor?

Organizarea datelor reprezinta o succesiune de operatii prin care anumite informatii sunt structurate in
tabele, grafice sau diagrame.

Frecventa aparitiei unei proprietati este numarul natural care arata de cate ori apare proprietatea
respectiva in studiul realizat.

Media unui set de date statistice este media aritmetica a datelor respective.
De exemplu, informatiile din problema propusa spre rezolvare la sectiunea Descopar pot fi structurate:
o in tabel

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Numar elevi 1 3 2 6 5 4 4
o ingrafic  Numar de elevi » in diagrama

6 M Nota 4

5 M Nota s

4 [ Nota 6

3 Nota 7

2 M Nota 8

1 ™ Nota 9

0 M Nota 10

4 5 6 7 8 9 10 Nota
Graficele si diagramele se pot realizain Word sau Excel, selectand tipul de grafic dorit din bara de instrumente
(Insert, apoi Chart), sau folosind diverse softuri specializate.

Frecventa aparitiei notei 7 este 6, valoarea minima a setului de date este 1, valoarea maxima este 6, iar
media setului de date este

q - 1:4+3:5+42.6+6:7+5:8+4-9+4-10 _ 189 _ .
a 1+3+2+6+5+4+4 25 ’
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Aplic

1. Tn tabelul de mai jos este reprezentat numarul de elevi ai unei scoli, care participa

la un concurs. 3
Clasa aV-a aVl-a aVil-a aVill-a 1
Numar de elevi 40 36 25 19
Cat la suta din numarul elevilor care participa la concurs reprezinta numarul O
elevilor de clasa a VI-a?
2. n graficul de mai jos este prezentata repartitia elevilor claselor a Vl-a dintr-o
scoala dupa numarul kilogramelor de hartie colectate pe parcursul unuian scolar. 6 2

Numar de elevi

60

50
40 -
30
20
10| I I
0 |
3 5 6 8

5
10 Kgde hartie 7
a) Cati elevi au colectat mai mult de 5 kg de hartie?

b) Cat la suta din numarul elevilor de clasa a VI-a din acea scoala au colectat 5 kg
de hartie?

c) Cate kilograme de hartie au colectat elevii? 0
3. La un supermarket s-au adus 240 kg de fructe. Repartitia procentuala a tipurilor

de fructe din supermarket este reprezentata in diagrama de mai jos. Determina

cati lei s-au incasat pentru vanzarea intregii cantitati de fructe, stiind ca un 3

kilogram de mere costa 4,5 lei, un kilogram de pere costa 6,5 lei, un kilogram de

prune costa 5,5 lei, iar un kilogram de gutui costa 8,4 lei. 1
[ pere 6 2
[ prune

gutui

3
4. Elevii unei clase au fost verificati si evaluati in cursul unei saptamani astfel: luni
14 elevi, marti 10 elevi, miercuri cat luni si marti la un loc, joi un numar de elevi 3
egal cu media aritmetica a primelor trei zile, iar vineri cu 4 elevi mai putin decat
joi. Organizeaza informatiile oferite de textul problemei intr-un tabel si intr-un 7

grafic cu bare, desenandu-le sau folosind instrumente digitale (Word/Excel).

61 -



UNITATEA 2 Rapoarte, proportii

5. Precizeaza in care dintre graficele de mai jos sunt reprezentate marimi direct sau
invers proportionale.

a) Marime 2 b) Marime 2
278 A ’ Myt ‘
2o ’ L '
o I I
\:ﬁ 8t---------- .
SN ] SRS 7 '
¢ ' [ — .
Si--e
9fr---- -
6F---®
&
23 5 78 Marime1 23 5 7 8 Marime1
c) Marime 2 d) Marime 2
. 19 1207
| 6
7 Wi,
E 3 --1: ------ °
bi- :
3 2 faTTETi *
277 Pttt . T .
13 6 9 18 Marime 1 1234 6 12 Marime 1

6. La un test, elevii clasei a VI-a B au obtinut urmatoarele rezultate:

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Numar elevi 1 2 4 6 5 4 3

a) Ce frecventa are nota 87 Dar nota 9?

b) Determina valoarea minima si valoarea maxima a acestui set de date.

¢) Cat la suta dintre elevi au obtinut note mai mari decat 72

d) Reprezinta datele din tabel prin diagrame, folosind softurile matematice.

e) Care este media notelor obtinute la test?

7. Tn diagrama aldturatd este reprezentata distributia elevilor unui club sportiv in
functie de sportul practicat. Fiecare elev practica in cadrul clubului un singur sport.
Stiind, de asemenea, ca 24 de elevi practica fotbal, cati elevi practica handbal?

8. Tntr-o scoala sunt 90 de elevi in clasa a V-a, 80 de elevi in clasa a VI-a, 100 de elevi
in clasa a Vll-a si 85 de elevi in clasa a Vlll-a. Reprezinta aceste date printr-o
diagrama circulara, folosind softuri precum Word/Excel.
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9. Tn tabelul de mai jos sunt notate temperaturile medii inregistrate la o statie
meteorologica pe parcursul unei luni. Care este temperatura medie a acelei luni?

Numarul de zile 4 5 6 7 4 3 1
Temperatura (°C) 21 22 23 24 25 28 30

10. Tn tabelul de mai jos sunt inregistrate notele obtinute la un test de elevii claselor
a Vll-a ai unei scoli.
Nota 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numar elevi 3 3 6 30 33 2 27 15 12

a) Care este numarul de elevi de clasa a VllI-a ai scolii?

)
b) Cati elevi au obtinut nota 8?
¢) Care este media notelor obtinute de elevii claselor a VllI-a la test?
d) Cat la suta dintre elevii scolii au obtinut note mai mici decat 5?
e) Cat la suta dintre elevii scolii au obtinut nota 7?

f) Reprezinta rezultatele elevilor exprimate in procente cu ajutorul unor softuri
precum Word/Excel.

Investigatie @

Zaharul din alimente, consumat in cantitati mari, este daunator organismului. Cantitatea de zahar
recomandata unui copil cu varsta cuprinsa intre 9 si 13 ani este 20-23 g zilnic.

« Pentru a afla ce cantitate de zahar consumi zilnic, completeaza un tabel dupa modelul celui de
mai jos pentru fiecare zi a unei saptamani.

Nr.crt.  Denumirea produsului  Cantitatea de zahar Cantitatea de Cantitatea de
la 100 g/ml produs  produs consumata zahar
1. Coca Cola 10,6 ¢ 250 ml (un pahar) 26,5¢
2. etc.
Total

Atentie! La anumite produse, producatorii adesea ,mascheaza” zaharul, numindu-L: dextroza, zaharoza
(zahar rafinat regulat), fructoza, glucoza (sirop de fructoza), lactoza (zahar din lapte), zahar inversat,
melasa maltozei, maltoza, sirop.

» Pentru fiecare dintre produsele din tabele determina cantitatea care contine 20 g de zahar.

» Alege doua dintre produsele din tabele si determina ce cantitati din acestea ar trebui sa consumi
intr-o zi pentru a nu depasi cantitatea de zahar recomandata.

« Realizeaza un sondaj in randul elevilor clasei tale, parcurgand urmatoarele etape: culegerea
datelor, organizarea datelor intr-un tabel, reprezentarea datelor cu ajutorul graficelor sau
diagramelor folosind softuri matematice, formularea concluziilor. Tema sondajului va fi consumul
produselor care contin zahar. Sondajul va avea doua intrebari cu mai multe variante de raspuns,
din care respondentii pot alege o singura varianta.

DE EXEMPLU: Pe care dintre urmatoarele produse le consumi cel mai des: 1. dulciuri facute in casa/
2. dulciuri ambalate/ 3. fructe/ 4. sucuri naturale/ 5. sucuri acidulate/ 6. nu consum dulciuri.
« Documenteaza-te asupra problemelor de sanatate cauzate de consumul excesiv de zahar.
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9. Probabilitati

Descopar

Elevii formeaza grupe de cate doi. Unul dintre elevi arunca o moneda de mai multe
ori, iar celalalt numara de cate ori apare banul, respectiv, stema si completeaza
tabelul alaturat. Se efectueaza pe rand: 10 aruncari, apoi 20, 30 si 50 de aruncari.

numarul de aruncari (n) 10 20 30 50
numarul de aruncari in care apare stema (n,)
numarul de aruncari in care apare banul (n,)

, —— ny . n )
Pentru fiecare caz determinati rapoartele P, = Wb $i P, = 5. Ce observati?

in cadrul unei experiente ce consta in producerea unui fenomen intamplator (aleator), care se poate repeta
in conditiile date pentru realizarea unui eveniment asteptat, exista:

« un numar de evenimente posibile (numite cazuri posibile);
« un numar de evenimente in care se realizeaza evenimentul asteptat (numite cazuri favorabile).

EXEMPLE:

1. Consideram ca experientd aleatoare aruncarea unei monede. in cadrul acestei experiente avem 2 cazuri
posibile: cazul in care apare stema si cazul in care apare banul. Consideram aparitia stemei ca fiind
evenimentul A. Exista un singur caz favorabil evenimentului A.

2. Considerdm ca experienta aleatoare aruncarea unui zar. In cadrul acestei experiente avem 6 cazuri
posibile: cazul in care apare fata cu un punct, cazul in care apare fata cu doua puncte, cazul in care apare
fata cu trei puncte, cazul in care apare fata cu patru puncte, cazul in care apare fata cu cinci puncte si
cazul in care apare fata cu sase puncte. Consideram aparitia fetei cu trei puncte ca fiind evenimentul A si
cazul in care apare o fata cu un numar impar de puncte ca fiind evenimentul B. Exista un singur caz
favorabil evenimentului A si 3 cazuri favorabile evenimentului B (aparitia uneia dintre fetele cu unu, trei
sau cinci puncte).

Probabilitatea realizarii unui eveniment este raportul dintre numarul cazurilor favorabile realizarii
evenimentului si numarul cazurilor posibile.

_ humar cazuri favorabile
numar cazuri posibile

OBSERVATII
P este un numar rational pozitiv, 0 S P < 1.

Evenimentul imposibil este evenimentul care nu se realizeaza in nici o efectuare a experimentului. Acesta
are probabilitatea 0.

Evenimentul sigur este evenimentul care se realizeaza cu certitudine. Acesta are probabilitatea 1.
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EXEMPLE:

1. Probabilitatea ca, la aruncarea unui zar, sa apara o fata pe care este scris
numarul 7 este egala cu 0. Asadar, aparitia unei fete pe care este scris
numarul 7, in cazul aruncarii unui zar, este un eveniment imposibil. 1

2. Probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea A = {0, 12, 14, 28, 36},
acesta sa fie numar par, este egala cu 1. Asadar, acesta e un eveniment sigur. 0

- =

Exercitii rezolvate “"-

1. Care este probabilitatea ca, aruncand un zar, sa apara o @ ® :.\ © 2
fata cu un numar par de puncte? ® ® ‘

Rezolvare:

Pe fiecare dintre fetele unui zar sunt desenate unul, doua, trei, patru, cinci sau
sase puncte, deci sunt 6 cazuri posibile. Dintre acestea, pe trei fete sunt desenate
un numar par de puncte (2, 4 sau 6), deci sunt 3 cazuri favorabile. Probabilitatea

&
ca, aruncand un zar, sa apara o fata cu un numar par de puncte este: P = % = %

2. Laurentiu a scris divizorii numarului 24 pe cartonase (fiecare divizor e scris o
singura data, pe un singur cartonas). Care este probabilitatea ca, alegand un 7
cartonas, pe acesta sa fie scris un numar prim?

Rezolvare:
D,, = {1,2,3, 4,6, 8,12, 24}, deci sunt 8 cazuri posibile.
Divizori primi ai numadrului 24 sunt 2 si 3, deci sunt 2 cazuri favorabile si

_ 2(2 _ l
P = s "
3
Aplic

1. Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar B
natural de doua cifre, acesta sa fie patratul unui numar natural. y O

<«

2. Intr-un cos sunt 8 mere, 5 portocale si 14 banane.

a) Care e probabilitatea ca, alegand la intamplare un fruct din
cos, acesta sa fie o banana?

b) Care e probabilitatea ca, alegand la intamplare un fruct
din cos, acesta sa nu fie mar? 3

3. Intr-o clasa sunt 26 de elevi, dintre care 14 sunt fete. Care e probabilitatea ca,
alegand la intamplare un elev, acesta sa fie baiat? 8

4. Tntr-un cos sunt 6 pere, 5 portocale si 14 mere. Care e probabilitatea ca, alegand
la intamplare un fruct din cos, acesta sa nu fie mar?

5. Se considera multimea A = {1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}. Calculeaza probabilitatea ca, 3
alegand la intamplare un numar din multimea A, acesta sa fie mai mare decat 5.

6. Se considera multimea A = {X | X = ab, a < b}. Calculeazd probabilitatea ca, 7
alegand la intamplare un numar din multimea A, acesta sa fie impar. 4
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar natural de doua
cifre, acesta sa aiba suma cifrelor egala cu 4.

Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar natural de doua
cifre, acesta sa fie o putere cu exponent natural al lui 2.

Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar natural de trei
cifre, acesta sa fie multiplu al numarului 90.

Intr-o urna sunt bile identice numerotate de la 1 la 36.
a) Care este probabilitatea ca, extragand o bild, aceasta sa fie numerotata cu un
numar care este multiplu al lui 5?
b) Care este probabilitatea ca, extragand o bila, aceasta sa fie numerotata cu un
numar care este divizor al lui 24?
c) Care este probabilitatea ca, extragand o bila, aceasta sa fie numerotata cu un
numar prim?
d) Care este probabilitatea ca, extragand o bila, aceasta sa fie numerotata cu un
numar care nu este multiplu de 3?
Intr-o urnd sunt patru bile albe, cinci bile negre si sapte bile galbene, de aceeasi
madrime Si masa.
a) Care este probabilitatea ca, extragand o bila la intamplare, aceasta sa fie
neagra?
b) Care este probabilitatea ca, extragand o bila la intdmplare, aceasta sa nu fie
galbena?
c) Care este probabilitatea ca, extragand o bila la intamplare, aceasta sa fie alba
sau galbena?
Care este probabilitatea ca, aruncand doua zaruri, numarul total de puncte de
pe fetele aparute sa fie mai mic decat 72
Care este probabilitatea ca, aruncand doua zaruri, sa apara fete cu acelasi
numar de puncte?
Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar de trei cifre,
acesta sa aiba suma cifrelor mai mica decat 4.
Se considera multimea A = {27, 3%, 54, 46%, 2022° 022, 72} Calculeaza
probabilitatea ca, alegand un numar din multimea A, acesta sa fie numar par.
intr-un cos sunt 48 de mere, unele rosii si
altele verzi. Probabilitatea ca, alegand un

mar din cos, acesta sa fie verde, este 0,(3).
Determina numarul de mere de fiecare fel.

Intr-o clasa sunt 25 de elevi. Probabilitatea
ca, alegand un elev din clasa, acesta sa fie
baiat, este 0,4. Cate fete sunt in clasa?

intr-un cos se afla 25 de fructe -
mere, pere $i gutui. Probabilitatea
ca, alegand la intamplare un fruct,

acesta sa nu fie gutuie, este 04 S5 _ L <

Cate gutui sunt in cos?
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Exercitii recapitulative

1

Calculeaza valoarea raportului dintre numerele:

a) 32 i 40; b) 5202 sj 52023, Ogsie; d) 0,5 si 1,25; e) 11(6) si 1,(3).
Calculeaza:

a) 9% din 30; b) 12,5% din 24; ¢) 11% din 3 600; d) 125% din 120.

Pretul unei rochii este 650 de lei. Determina pretul rochiei dupa o majorare cu 20% urmata de o reducere

cu 20%.

. Calculeaza probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar natural de trei cifre, acesta sa aiba suma

cifrelor mai mica decat 3. y .
Numar de elevi

in graficul aldturat sunt reprezentate
rezultatele obtinute la un test de elevii
claseiaVl-a A.

a) Care este numarul de elevi ai clasei a
VI-a A?

b) Cat la suta din numarul de elevi au
obtinut note mai mari decat 4?

o =2 N W B~ G

c) Care este media notelor obtinute de
elevii clasei a VI-a A la test?

:

. Determina numarul rational pozitiv X din proportiile:

2 5. A& _ 15, 7 _ X, X+2 _ 1. X__8. X _X-4
a)10'X1 b)23 X )77 551 d) X 51 e)X'3 5; f)

7. Din 12 kg de faina se fabrica 30 de paini. Cate kilograme de faina sunt necesare pentru fabricarea a 70 de paini?

10.
1.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.

. Lacul Ursu din Sovata este cel mai mare lac sarat helioterm din Europa. Din 15 litri de apa sarata din lacul Ursu

se pot extrage 4,5 kg de sare. Cate kilograme de sare se pot extrage din 10 litri de apa sératé din lacul Ursu?

Raportul dintre pretul unui kilogram de mere si pretul unui kilogram de pere este . Stiind ca pretul unui

kilogram de mere este 3,6 lei, determina cat costa 7 kg de pere.
a 2b 3a+b 3a+2b 5a+b

b'3a" a+b'5a+4b' 4a-b’

Raportul dintre pretul unui pix si pretul unui stilou este % Stiind ca impreuna costa 18 lei, determina

Stiind cé% = b, determina rapoartele:

pretul fiecaruia dintre cele doua obiecte.

. . - O (TR 3m__ 9.,y2m+5n _ 9
Fie m, n € N". Determina valoarea raportului n stiind ca: a) m+n - & . b) am-n - 7
Seda propor’gia% = % Determina X si Yy stiind ca: a) X +y = 180; b)3X+2y =

Primii trei clasati la un concurs au primit impreuna 1 000 000 euro. Ce suma a prlmit fiecare, stiind ca
sumele alocate locurilor I, Il si lll sunt direct proportionale cu numerele 12, 9 si, respectiv, 4?

Daca 21 de muncitori termina o lucrare in 9 zile, in cate zile termina aceeasi lucrare 27 de muncitori? Dar
trei muncitori?

Imparte numarul 324 in parti direct proportionale cu numerele 2, 4, 5 si, respectiv, 7.

111 1
2'3'5 3 SI respectl 7

2a+b+4c
b+2c+a
Andrei are doua machete ale Turnului Eiffel, prima la scara 1:3000, iar a doua la scara 1:2000. Care este

inaltimea primei machete, daca a doua macheta are inaltimea de 16,2 cm?

Imparte numarul 2023 in parti invers proportionale cu numerele 5

Daca a, b si c sunt direct proportionale cu 0,25; 0,(3) si 0,5, calculeaza
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UNITATEA 2 Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 40 puncte ore

15 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(5p.) A. 12% din 60 este:

a)72; b) 12; )72 d) 720.
(5p.) B. Daca 1X—2 = %, atunci X este egal cu:

a)o9; b) 6; ) 8; d) 10.
(5p.) C.Daca )Y(/ = g, atunci )% este egal cu:

a5 b) 4 9 d)g-

20 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.

p. . Daca 8 robinete umplu un bazin in 12 ore, atunci 6 robinete, care au acelasi debit cu
(5p.) A. Daca 8 robinet L bazin in 12 tunci 6 robinet lasi debit
(5p.) primele, umplu acelasi bazin in ... ore.

(5p.) B. Daca X si 5 sunt direct proportionale cu 0,2 si 0,(3), atunci X este egal cu ...

C. Probabilitatea ca, alegand un numar natural de o cifra, acesta sa fie divizor al lui 15

(5p.) este ...
D. Daca 28 de pixuri costa 98 de lei, atunci cu 210 lei se pot cumpara ... pixuri de acelasi fel.

5 puncte 3. Scrie pe foaie litera corespunzatoare raspunsului corect.
Scara unei harti este 1:800 000. Pe harta, distanta dintre doua localitati este egala cu 6,5 cm.
Alin afirma ,Distanta pe teren dintre cele doua localitati este egala cu 52 km.”
Afirmatia lui Alin este:
a) adevarata; b) falsa.

Subiectul al ll-lea 50 puncte
Scrie rezolvarile complete.

si, respectiv, %

oo|—

15puncte 1. imparte numarul 2 024 in parti invers proportionale cu numerele %,

2.

5 Determina cat costa caietul,

15 puncte 2. Raportul dintre pretul unui caiet si pretul unei carti este
stiind ca o carte si un caiet costa 75 de lei.

20 puncte 3. Se da proportia % = % Determina numerele rationale pozitive X si Y stiind ca 3X +Y = 36.

Autoevaluare
Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.

LA SFAR$ITUL ACESTEI UNITA]'I: 5 foarte bine &bine 3 mediu 2slab  1foarte slab
Pot sa determin un termen necunoscut dintr-o proportie.
Pot sa identific marimi direct si invers proportionale.
Pot sa reprezint datele prin grafice sau diagrame.
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UNITATEA 3

Multimea numerelor intregi
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Figura 1

STIATI CA..?

Pentru scrierea
numerelor negative
s-au folosit diferite
notatii:
« Hindusii puneau un
punct sau un cerc
deasupra sau
dedesubtul numarului
negativ:

o)

5sau (53 pentru -5
« Chinezii foloseau
culori: rosu, pentru
numere pozitive si
negru pentru numere
negative.

» Matematicianul
italian Girolamo
Cardano (1501-1576)
scria litera m inaintea
unui numar pentru a
arata ca acesta e
negativ. Astfel, m5
insemna -5.

N 70

1. Multimea numerelor intregi. Opusul unui numar intreg.
Reprezentarea pe axa numerelor. Modulul unui numar
intreg. Compararea si ordonarea numerelor intregi

Descopar

Briana a inregistrat in tabelul urmator temperaturile masurate la aceeasi ora pe
parcursul unei saptamani.

Ziua Luni Marti  Miercuri  Joi  Vineri Sambata Duminica
Temperatura (°C) -5 -3 1 0 -2 2 3

a) Ce temperatura a fost inregistrata sdmbata? Dar marti?

b) Care este cea mai mica temperatura inregistrata? Dar cea mai mare?

c)in figura 1 este reprezentata schita unui termometru pe care Briana a marcat
temperaturile -5°C si 2°C. Care sunt zilele in care au fost inregistrate aceste
temperaturi? Deseneaza, pe caiet, schita si marcheaza pe ea toate temperaturile
inregistrate de Briana in tabel.

d) Cuajutorul desenuluirealizat la punctulc),scriein ordine crescatoare temperaturile
inregistrate.

e) Care sunt zilele in care au fost inregistrate temperaturi negative? Cum sunt
pozitionate aceste temperaturi fata de 0°C pe termometru?

f) Care este media temperaturilor pozitive inregistrate de Briana?

it @ @ @

Axa numerelor este o dreapta pe care s-a fixat un punct O, numit origine, o
unitate de masura si un sens pozitiv.

Pe axa numerelor, incepand din punctul O, masuram spre dreapta (in sens pozitiv)
una, doua, trei unitati de masura. Obtinem astfel puncte carora le corespund
numerele +1, +2, +3, pe care le vom numi numere intregi pozitive (figura 2).

origine \0

0 +1 +2 +3

Figura 2

incepand din punctul O, masuram spre stanga (in sens opus sensului pozitiv)
una, doua, trei unitati de masura. Obtinem astfel puncte carora le corespund
numerele -1, -2, -3, pe care le vom numi numere intregi negative (figura 3).

Figura 3



Multimea numerelor intregi

Multimea numerelor intregi se noteaza cu Z.
Z={.,-4,-3,-2,-1,0,+1,+2, +3, +4, ..}.
Multimea numerelor intregi negative se noteaza cu Z .
7 ={.,-4,-3,-2,-1}={X| X € Z,x < 0}.
Multimea numerelor intregi pozitive se noteaza cu Z,.
Z,={+1,+2,+3,+4, ..} = {X | X € Z,X > 0}.
Multimea numerelor intregi nenule se noteaza cu Z".

z" = 7 \{o}
OBSERVATII

1. Numarul 0 este numar intreg, dar nu este nici pozitiv, nici negativ.
2.7,={1,2,3,4,..}.

3.Z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4, ..}

4. Orice numar natural este numar intreg, asadar N c Z.

Oricarui numar intreg ii corespunde pe axa numerelor un punct. Vom spune
ca numarul este coordonata punctului respectiv.

EXEMPLU:
B C 0 A
>
-5 -2 0 2

Figura &4

infigura 4, numarului 2 ii corespunde pe axa numerelor punctul A, numarului -5
ii corespunde punctul B, iar numarului -2 1i corespunde punctul C. Scriem A(2)
si citim ,punctul A de coordonata 2", B(-5) si citim , punctul B de coordonata -5",
C(-2) si citim ,,punctul C de coordonata -2".

Observam ca punctele A(2) si C(-2) sunt situate pe axa numerelor la aceeasi
distantd fata de punctul O (sunt simetrice fatd de punctul 0). In acest caz vom
spune ca numerele 2 si -2, coordonatele punctelor A si C, sunt numere intregi
opuse.

Numerele intregi opuse se reprezinta pe axa numerelor prin puncte simetrice
fata de originea acesteia.

EXEMPLE:

1. Numerele intregi 6 si -6 sunt numere opuse.

2. Opusul numarului intreg 5 este -5.

3. Opusul numarului intreg -3 este 3.

OBSERVATII

1. Opusul numarului 0 este 0.

2. Daca n este numar intreg nenul, atunci n si -n sunt numere intregi opuse,
opusul numarului intreg nenul n este -n, iar opusul numarului intreg -n
este n. Astfel, —(-n) = n, pentru oricare numar intreg nenul n.

Exemplu: -(-3) = 3.

UNITATEA 3

STIATI CA..?

» Notatia Z pentru
multimea numerelor
intregi provine din
limba germana,

de la cuvantul

die Zahle = numar.

» Brahmagupta

(sec. VI-VIl e. n.)
vorbeste de cantitati
,afirmative” si cantitati
,hegative” si formuleaza
reguli de adunare si
scadere a numerelor
pozitive si negative.

» Hindusii foloseau
numerele negative si
pozitive pentru a
calcula creditele si
debitele. Ei asociau
numerele negative cu
datoria si numerele
pozitive cu averea.

71 .



UNITATEA 3

OBSERVATII

1. Daca n este numar

intreg, atunci
-n,dacan<0

Inl =4 0,dacan=0
n,dacan>0

2. Pentru oricare

numar intreg n,

[n| > 0.

3. Pentru oricare

numar intreg nenul n,

Inl =1-nl.

|71 < |10]

-4<0
-8<0 =>-4>-8

|-4| < [-8]

7>0
10>0 >=7<10

-5<0
4>0

|

b= -5<4

. 72

Multimea numerelor intregi

Distanta de la originea axei numerelor la punctul prin care este reprezentat
un numar intreg n pe axa numerelor se numeste modulul (sau valoarea
absoluta) numarului intreg n si se noteaza |n|.

EXEMPLU:

M [-3] 0 4] N

Figura 5
Pe axa numerelor consideram punctele M(-3) si N(4) (figura 5).

Modulul numadrului -3 este egal cu distanta de la punctul O la punctul M(-3),
deci |-3] = 3. Modulul numarului 4 este egal cu distanta de la punctul O la
punctul N(&), deci |4 = 4.

Dintre doua numere intregi diferite mai mare este cel care este reprezentat
pe axa numerelor in dreapta celuilalt.

EXEMPLE:

A B 0 C
-3 -1 0 2

>

-3 < -1 (Punctul B(-1) se afla pe axa numerelor in dreapta punctului A(-3).)
-1< 2 (Punctul C(2) se afla pe axa numerelor in dreapta punctului B(-1).)

OBSERVATII

1. Dintre doua numere intregi pozitive este mai mare cel care are modulul mai
mare.

2. Dintre doua numere intregi negative este mai mare cel care are modulul mai
mic.

3. Oricare numar intreg negativ este mai mic decat oricare numar intreg pozitiv.

Exercitiu rezolvat

Determina elementele multimilorA={X | x € Z", -3 < x <7},
B={x|xeA IXI=x},C={x|xeA IxI=-x},D={X| Xz, IxX| € A},
E={XIxeA IxleALF={y | y=Ixl],x Al

Rezolvare:
A={-3,-2,-1,1,2,3,4,5, 6}

Numerele Tntregi X din multimea A pentru care |X| = X sunt 1,2, 3, 4,5 si 6, asadar,

B={1,23,4,5,6)}.

Numerele intregi X din multimea A pentru care [X| = -X sunt -3, -2 si -1, asadar,

c={-3,-2,-1}.



Multimea numerelor intregi

Daca |X| € A, atunci |X| poate fi 1,2, 3, 4,5 sau 6 si X poate fi -6, -5, -4, -3, -2, -1,
1,2,3,4,5,6,deci D={-6,-5,-4,-3,-2,-1,1,2,3, 45, 6}.

Numerele intregi din multimea A al caror modul apartine multimii A sunt:
-3,-2,-1, 1,2,3,4,5,6,asadar E= A.

Calculdnd y = |X], unde X € A, obtinem F={1,2, 3, 4,5, 6} (I-31 = 3, |-2] =2 etc.).

Aplic

. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Opusul numarului intreg -11 este ...
b) Opusul numarului intreg ... este -5.
¢) Modulul numarului intreg 3 este ... .
d) Daca |n| =7, atunci numarul intreg negativ n este egal cu ...
e) Daca Im| = 0, atunci numarul intreg m este egal cu ... .

Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre @
enunturile de mai jos.
a) Dintre numerele -8, -9, -11, -4, cel mai mare este:
A. -8; B. -9; C.-11, D. -4.
b) Dintre seturile urmatoare de numere, cel scris in ordine crescatoare este:
A.-1,2,-5,7, B.-9,-8,5,2; C.-8,-5,2,3; D.5,2,0,-1.
c) Dintre seturile urmatoare de numere, cel scris in ordine descrescatoare este:
A.1,-2,-5,7, B. -10, -8, -4, 0; C.-3,-5,-8,-9; D.3,-2,0,5.
. Transcrie si completeaza tabelul urmator:

Numarul 5 -15 8 -3
Opusul -6 4 10 =1
Modulul 0

. a) Scrie cinci numere intregi mai mari decat -8.
b) Scrie patru numere intregi mai mici decat 2.
¢) Determina cinci numere intregi consecutive, astfel incat unul dintre ele sa fie -3.
Scrie toate variantele posibile.

. Completeaza casetele cu unul dintre semnele <, =, > pentru a obtine @
propozitii adevarate:
a) -1254 [1 -1200;
b)-325 [ 62; e) 115 L1 |-15]; h) 1-23] L [23];
€)-65231 [ 1 -6523; f) ool LI |-2351; i) 11l L Jol.

. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine seturi de numere
ordonate crescator.

a)-18, L] L] L] 14,000 -8, L1 L] 3 b)-6,[ L1121 o, LIL]L]s.

. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine seturi de numere
ordonate descrescator.

a)9, L)) 5 002 00 -3, b)16, L1 112,131} -81

. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate:
a)38<[} c)-23>L1} e) 118l =L} g)[ 1< 1-36l;
b)-26<L)  d)[J>-15 f) 1251 <L]; h)[L<-3.

d) 123 [ 1203; g) [-1240] L] |1204;

UNITATEA 3

LUCRAT! IN PERECH!!

Fiecare dintre cei doi
elevi spune un numar
intreg negativ, iar
celalalt spune
modulul si opusul
acestuia, un numar
intreg mai mare si un
numar intreg mai mic
decat numarul spus
de coleg.

INDICATIE:

Un set de numere
intregi este ordonat
crescator daca
numerele sunt
aranjate de la cel mai
mic la cel mai mare.

Un set de numere
intregi este ordonat
descrescator daca
numerele sunt
aranjate de la cel mai
mare la cel mai mic.
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9. Scrie 4 numere din multimea:

a)N; b) z; A0z, d) Z; e)Z \N.

10. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
a)-9ez [ doez,;[] g)|-3lez; ] j)%eZ;D
b)1ogz, [1 e)-7¢N; L] h)15 € z; [ kkoez\N; [

ogz Ll f)I25slez,; [] )23eznN; [ D125e€z L]
11. Reprezinta pe axa numerelor:

a) numerele intregi -6, -2, -1, 2, 3, 8, 10;

b) numerele intregi mai mari decat -9, dar mai mici decat 5;

¢) numerele care au modulul egal cu 3;

d) numerele intregi al caror modul este mai mic decat &;

e) opusele numerelor intregi -5, -3, 2, 4.
12. Punctele A(a), B(b), C(c) si D(d) sunt pozitionate pe axa numerelor ca in figura 6.

Ordoneaza descrescator numerele intregi a, b, ¢ si d.

D B 0} A C
>
d b 0 a c
Figura 6

13. Punctele distincte E(-4), F(m), G(-1), H(n) si I(3), unde m si n sunt numere intregi,
sunt pozitionate pe axa numerelor in aceasta ordine. Determina valorile
numerelor m si n.

14. a) Determina coordonatele punctelor A, B, C, D si E, pozitionate pe axa numerelor

cain figura 7.
E D C 0 A B
>
0 1
Figura7

b) Determina valorile numarului intreg m pentru care punctul M(m) se afla pe axa
numerelor intre punctele D si A.
c) Deseneaza axa numerelor pe caiet si reprezintd punctele N(-7) si P(6).

15. a) Folosind reprezentarea pe axa numerelor, ordoneaza crescator elementele
multimilor A={X| X € Z,-4<X<2}siB={X| X € Z, |X| < 4}.
b) Folosind reprezentarea pe axa numerelor, ordoneaza descrescator elementele
multimilor C={X| X e z, IX| <2}siD={X | X € Z, 1< |X| <5}
16. Se considera multimile A={-5,-3,-2,1,2,4,7},B={X | X€ A, X <0},
C={xIxeA IX|=x},D={X| XeA, IX|=-X}, E={X | X €A, |X] <3},

F={x|xeA, Ix|>1}.
a) Determina elementele multimilor AN N, A\ NsiAn (Z \ N).
b) Reprezinta pe axa numerelor elementele multimii A.
c) Ordoneaza descrescator elementele multimiiAn Z..
d) Determina elementele multimilor B, C, D, E si F.
17. Determina cardinalul multimilor: A={X | X € Z,-5<X <2},
B={X|Xe€z 0<x<5},C={X|Xe€z-2<x<0},D={Xx|Xe€Z,-3<x<7]
E={xIxez IxI=0},F={x|xezIxl=-5},G={x | xe 7, Ix] = 8}.



Multimea numerelor intregi UNITATEA 3

2. Adunarea numerelor intregi. Proprietati
Descopar
Intr-o dimineata, temperatura aerului era -5°C. Pana la ora 15, temperatura a crescut
cu 6°.
a) Ce temperatura a fost inregistrata in acea zi la ora 15?

b) Calculeaza (-5) + 6, folosind axa numerelor.
Rezolvare:

b) Reprezentam numerele intregi -5 si 6 pe axa numerelor, apoi le punem in
evidenta prin sageti care pornesc din dreptul punctului O si au varfurile in dreptul
punctelor de pe axa prin care se reprezinta numerele -5 si, respectiv, 6. O sageata
identica cu cea care indica numarul 6 se asaza incepand din varful sagetii care
indica numarul -5. Varful acesteia va fi in dreptul punctului prin care e reprezentat
pe axa numerelor numarul intreg 1. Vom spune ca numarul intreg 1 s-a obtinut
prin adunarea numerelor intregi -5 si 6. Asadar, (-5) + 6 = 1 (figura 1).

0°C 1\ 1°C

-5°C . JE-5°C

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 1

it @

Prin adunarea numerelor intregi a si b se obtine un numar intreg, notat a + b, numit suma numerelor
a si b. Numerele a si b se numesc termenii sumei.

« Pentru a aduna doua numere intregi, ambele pozitive sau ambele negative, procedam astfel: adunam
modulele celor doua numere, iar la rezultat punem semnul comun al celor doua numere.

EXEMPLE:
1.(+3)#(+5) =+ (|+3] + |+5]) =+ (3 + 5) = +8 = 8.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 2

2.(-4)+(-2)=-(I-4] +|-2]) = -(4+2) =-6.

Figura 3
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» Pentru a aduna doua numere intregi, unul pozitiv si unul negativ, procedam
astfel:

- calculam modulele celor doua numere;
- din modulul mai mare scadem modulul mai mic;

- la rezultat punem semnul numarului al carui modul este mai mare.

EXPLICATIE: EXEMPLE:
=31 =3, [+2] =2, deci 1.(-3) + (2) ==(I-3] - [+2]) = -3 - 2 = -1.

[-3] > |+2]. Suma

(-3) + (+2) va avea ——
semnul numarului >
intreg -3 (adica -).

EXPLICATIE:

|-2] =2, [+3] = 3, deci 2.(-2)+(+3)=+(I+3] - 1-2]) = +(3-2) = +1 = 1.
[+3] > |-2[. Suma
(-2) + (+3) va avea
semnul numarului -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
intreg +3 (adica +). Figura 5

Figura &4

Proprietatile adunarii numerelor intregi

EXEMPLU: « Adunarea numerelor intregi este comutativa (suma a doua numere intregi
(=5)+ (+7) = (+7) + (-5) nu se modifica daca schimbam locul termenilor):

a+b = b+ a, pentru oricare numere intregi a si b.

« Adunarea numerelor intregi este asociativa (suma a trei numere intregi nu
se modifica daca grupam termenii in moduri diferite):

(a+b)+c = a+(b+c), pentru oricare numere intregi a, b si c.

EXEMPLU:
(-6)+[(+5)+(-1)]=[(-6)+ (+5)] + (- 1)
4 =1
-2 =2
EXEMPLU: « Numarul 0 este element neutru:
(-4)+0=0+(-4) = -4 a+0 = 0+a = a, pentru oricare numar intreg a.

» Suma dintre un numar intreg si opusul sau este egala cu 0.

EXEMPLU:
(+8) +(-8)=(-8) +(+8)=0

a+ (- a)=(- a) + a=0, pentru oricare numar intreg a.

; <
I JJ. B * A '
*E;( ‘\’;‘ :
= 8 S P & D S
o)y Hoo o\’ 30 = % )
% X + 74 oo 4 v
7 () . R ViV, YV I s ald 'b 3L a0
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UNITATEA 3

Exercitiu rezolvat
Calculeaza (-31) + (+12) + (+35) + (-18) + (- 3).

Rezolvare:
Metoda I. Efectuam calculele in ordinea n care sunt scrise:

(-31) + (+12) +(+35) + (-18) + (-3) = (-19) + (+35) + (-18) + (-3)

= (+16) + (-18) + (-3)

Metoda II. Efectuam calculele grupand termenii (negativi si pozitivi):

(=31) + (+12) + (+35) + (-18) + (-3) = (-31) + (-18) + (-3) + (+12) + (+35)

C(52)e 87 !
= -5,
Aplic
1. Calculeaza:
a) (-5) + (-10); e) (+15) + (-10); i) (-8) + (+13); m) (-5) + (+5);
b) (-8) + (-3); f) (+8) + (-2); j) (-15) + (+3); n) (-9) + 0;
c) (-9) + (-5); g) (+4) + (-8); k) (-2) + (+6); 0) (+4) + (-4);
d) (-4) + (-14); h) (+2) + (-6); 1) (-7) + (+1); p) 0+ (+3)

2. Transcrie si completeaza tabelele:

a b ¢ a+b (a+b)+c b+c (Jal+b)+c lal+a |bl+(a+c)

-4 -3 -5
-2 +6 -10
5 -3 -1
-8 0 -9
-2 -2 %2
X 8 -6 -8 7 0 -1
y 10 1 -2 -7 -5 -9
IX + Yl
IXI + 1yl
X+ |yl
IX] +y

3. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate.
a)(-2) +[]= 3+ (-2); d)(-6) +(-8) > (-6) +L];
b)[I+(-7)=0; e) (-5) + (-9) <1+ (-9);

) (-7) +[(-3) + LA = [(-7) + L] + (-4); f)(-8)+LJ<[J+3.

JOC

Gaseste regula si
completeaza!

A.

| [-18]-7[-4]
[-27]-15] -3 -4 0 |
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JOC

A. Completeaza
corespunzator
petalele florilor!

B. Completeaza
casetele:

+(+’|) +(_1)
5]« start |%|
+(+2) +(_3)

N 78

4. Fara a efectua calculele, completeaza casetele cu unul dintre semnele <, >, pentru
a obtine propozitii adevarate:

a) (-16) + 2525 + (- 9); c) (-12) + 30 L1 (+21) + (-16);
b) (-31) + (-14) (1 (-30) + (-12); d) (-5) + (-8) [ (-3) + (-7).

5. Calculeaza, folosind proprietatile adunarii numerelor intregi:

a) (-8) + (-5) + (+11); e) (-15) + (-12) + (+20) + (-8);
b) (+7) + (-10) + (-4); f) (-214) + (~104) + (+ 100) + (+200);
c) (-18) + (-10) + (-12); g) (+32) + (-15) + (+118) + (-35);
d) (+14) + (+24) + (-40); h) (+86) + (+11) + (-16) + (-141).

6. a) Calculeaza y + X, stiind ca X si y sunt numere intregi si X + Y = -24.
b) Calculeaza X + 5 + Y, stiind ca X si y sunt numere intregi si X + Y = -15.
¢) Calculeaza X + (-21) +y + 12, stiind ca X si y sunt numere intregi si X +y = 2.
d) Calculeaza X +Y +10 + Z, stiind ca X, y si Z sunt numere intregi, X = -18 si y + 2 =-25.

7. a) Calculeaza suma a cinci numere intregi consecutive, stiind ca unul dintre ele
este -4. Scrie toate variantele posibile.

b) Calculeazd suma a sase numere intregi consecutive, stiind ca unul dintre ele
este 1. Scrie toate variantele posibile.

8. Scrie numarul 5 ca:
a) suma a doua numere intregi pozitive;
b) suma a doua numere intregi, unul dintre ele fiind negativ.
9. Scrie numarul -7 ca:
a) suma a doua numere intregi negative;
b) suma a doua numere intregi, unul dintre ele fiind pozitiv.
10. Calculeaza suma elementelor multimiiA={X | X € Z,-3 <X <2}.
11. Calculeaza suma elementelor multimiiA={X | X€ Z_, -5<X < 4}.
12. Se considera multimea A = {X | X € Z, [X| < 5}. Calculeaza suma elementelor
multimii A.
13. a) Calculeaza X +Y, stiind ca X si Y sunt numere intregi, [X| = & si |y = 13. Scrie
toate variantele posibile.
b) Calculeaza X +Y, stiind ca X si y sunt numere intregi, [X| = 5 si ly| < 3. Scrie
toate variantele posibile.
14. Se considera multimea A = {-7, -3, -1, 1,2, 5}.
a) Scrie trei submultimi cu doua elemente ale multimii A, astfel incat suma
elementelor fiecareia dintre acestea sa fie un numar intreg negativ.

b) Scrie doud submultimi cu trei elemente ale multimii A, astfel incat suma
elementelor fiecareia dintre acestea sa fie un numar intreg pozitiv.
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3. Scaderea numerelor intregi

Descopar
------ 2
Orasul Amsterdam, capitala Tarilor de Jos, este situat la 12 m sub nivelul marii, iar
orasul Rosiorii de Vede din Romania este situat la 32 m deasupra nivelului marii. 72| 32
Care este diferenta de altitudine intre orasul Rosiorii de Vede si orasul Amsterdam? ﬁi’@“ 0
Observate -12
Analizand figura 1, observiam ca 32 - (-12) = 32 + 12 = 44. AT
Invat
Diferenta numerelor intregi a si b este egala cu suma dintre numarul intreg a
si opusul numarului intreg b.
EXEMPLE:
1.(+5) - (+8) = (+5) + (-8) = =3; 3.(-9)- (+3) = (-9)+ (-3)=-12
2.(+10) - (+6) = (+10) + (-6)= +4 = 4 4.(-7) - (-2) = (-7) + (+2) = -5.
OBSERVATII
1. Daca a si b sunt doua numere intregi, b # 0, atuncia - b = a + (-b).
2. Diferenta a doua numere intregi este un numar intreg.
Aplic
Joc
1. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa. y .
' ’ ' Gaseste regula si
a)(+2) - (+4)=2, J d)(-2)-(-5)=7, 0 g (+5)-(-4)=9; ] completeazs!
b) (+7) - (+1) = 6; L e)(-7)-1=-6; L h) (+1)-2=3; L
€)(+3) - (+4) = 1; [ f)(-3)-(-5)=-8 L1 )(-2)-(-4)=2[1 |A'7 EAEEEEED
2. Asociaza fiecarei litere din coloana A numarul corespunzator rezultatului corect [o]-5]2] ]
din coloana B. Exemplu: a) a-2.
a) A B. b) A B.
a.(+3) - (+5) 1.8 a.(-5) - (-1) 1.1
b.(-3)-(5) 2.2 b.62D-(7) 210 >
| | [ [ |
c. (+#3) - (-5) 3.2 c.(+8)-(-3) 3.-3 | 5]-2]-3]-5]
d.(-3)-(+5) 4.3 d.(-3)-(-6)  4.-9 Ll
e.0-(3) 5.-5 e.(-1) - (+9) 5.-5
f. 0-(+5) 6.5 f.(-5) - (+4) 6. -4
7.-8 7.3
3. Compara numerele intregi a si b.
a)a=(-2)-(-3),b=(-3)-(+4); d)a=(-1)-(+3),b=(+2)-(-2);
b)a=(-5)-(+7),b=(-7) - (-5); e)a=(-5)-(-2),b=(+5-(-2);
¢) a=(-10) - (-10), b = (+10) - (-10); fla=(-3)+(-2),b=(-3)-(+2).
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4. Transcrie si completeaza tabelul:

a b c a-b  a-c c-b c-lal lal-a Ibl-]Icl
-8 -3 +7
-2 +15 -1
+6 -4 -2
-19 +21 -2
2 -3 +3 -2
1 5. Un centru comercial are doua niveluri de parcare subterana, parter si doua

niveluri supraterane. Butoanele liftului sunt marcate ca in figura 2.
a) Daca urcam de la nivelul -2 la nivelul 1, cate niveluri am urcat?
b) Dacd suntem la nivelul 2 si cobordm 3 niveluri, la ce nivel vom ajunge?

©

-2 ¢) Cate niveluri trebuie sa coboram de la etajul 2 la etajul -2?

Figura 2 6. Tn tabelul urmator sunt inregistrate temperaturile masurate la aceeasi ora pe
parcursul unei saptamani.

Ziva Luni ~ Marti Miercuri  Joi  Vineri Sambata Duminica
Temperatura  -4°C -2°C -5°C 0°C 3°C 1°C -5°C
Joc Completeaza:
Completeaza a) Temperatura inregistrata luni este cu ...°C mai ... decat temperatura inregistrata
baloanele! vineri.

b) Temperatura inregistrata marti este cu ..°C mai .. decdt temperatura
inregistrata duminica.

¢) Temperatura inregistrata joi este cu ...°C mai ... decat temperatura inregistrata
miercuri.

d) Diferenta dintre temperatura inregistrata miercuri si temperatura inregistrata
sambata este egala cu ... °C.

e) Diferenta dintre cea mai mare temperatura si cea mai mica temperatura
inregistrate este egala cu ... °C.

7. Scrie numarul 4 ca:

a) diferenta a doud numere intregi pozitive;
b) diferenta a doua numere, unul dintre ele fiind negativ.
8. Scrie numarul -9 ca:

a) diferenta a doua numere intregi negative;
b) diferenta a doud numere intregi, unul dintre ele fiind negativ.
9. Completeaza casetele!
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4. Inmultirea numerelor intregi. Proprietati

Descopar
OBSERVATIE

Stim ca, pentru a nota
o datorie, putem folosi
semnul ,-".

Deducem ca2-(-3) = -6.

Alin a imprumutat cate 3 lei de la cei doi prieteni ai sai, Matei si Vlad.
Ce datorie are Alin?

Rezolvare:

Pentru a afla ce datorie are Alin trebuie sa inmultim numarul
prietenilor de la care aimprumutat bani cu suma luata de la fiecare.
Vom obtine 2 - 3 lei = 6 lei. Asadar, Alin are o datorie de 6 lei.

invat @

Prin inmultirea numerelor intregi a si b se obtine un numar intreg, notat a - b, numit produsul numerelor
a si b. Numerele a si b se numesc factorii produsului.

« Produsul a doua numere intregi, ambele pozitive sau ambele negative, este egal cu produsul modulelor
acestora.

EXEMPLE:
1. (+5) - (+4) = |+5] - |+4| =5 - 4 = 20; 2.(-6)-(-3)=1-6]-1-31=6-3=18.

« Pentrua calcula produsul a doua numere intregi, unul pozitiv si unul negativ, inmultim modulele acestora
si punem ,-" la rezultat.

EXEMPLE:
1.(-10) - (+2) =-(I-10[ - [+2]) = -(10 - 2) = -20;

2.(+3)- (-4) = ~(+3] - |-4]) = -(3- 4) = -12. Semnul Semnul  Semnul

OBSERVATII numarului numarului numarului
' a b a-b

+ + +

1. Produsul numerelor intregi nenule a si b este egal cu |al - [bl, daca
asi b au acelasi semn sau -|al - |bl, daca a si b au semne diferite.

- - +

2. Produsul a doua numere intregi este pozitiv daca numerele au acelasi
semn si este negativ daca numerele au semne diferite.

= + =

+ = =

3.a-0=0"a =0, pentru oricare numar intreg a.
Proprietatile inmultirii numerelor intregi
1. inmultirea numerelor intregi este comutativa (produsul a doud numere intregi nu se modifica daca
schimbam locul factorilor):
a-b = b-a, pentru oricare numere intregi a si b.
EXEMPLU: (<2) - (+5) = (+5) - (-2)
2. inmultirea numerelor intregi este asociativa (produsul a trei numere intregi nu se modifica daca grupam
factorii in moduri diferite):
a-(b-c) = (a-b)-c, pentru oricare numere intregi a, b si c.
EXEMPLU: (-3) - [(-6) - (+2)] = [(-3) - (-6)] - (+2)
-12 18
36 36
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3. Numarul 1 este element neutru:
a-1=1-a=a, pentru oricare numar intreg a.
EXEMPLU: (-5)-1=1-(-5)=-5
4. inmultirea numerelor intregi este distributiva fata de adunare si de scadere:
OBSERVATIE a-(b+c)=a-b+a-c pentruoricare numere intregi a, b si c;

Daci a b. csunt (b+c)-a=b-a+c-a,pentruoricare numere intregi a, b si c;
1 1

numers infreg a-(b-c=a-b-a-c pentruoricare numere intregi a, b si ¢;
prin produsul (b-c)-a=b-a-c-a,pentru oricare numere intregi a, bsic. |,
a-b-cvom EXEMPLE:
intelege
e 1.(-2)-[(+6) + (- 3)]
(a-b)-c ~ :
De exemplu, 2.[(+3) + (-5)] - (+2)
pentru a calcula ——
AL (_4)1 -4
efectuam: 3. (+4) - [(-3) - (-2)]
—_—
2-[3-(-4)]=2-(-12) i
= -24 B
sau 4.[(-5)- (-2)] - (-3)
(2-3)-(-4)=6-(-4) 3
= -24, 9

Aplic

1. Calculeaza:

a) (+5) - (+2); d) (-2) - (-20); g) (+3) - (-4); j) (-6) - (+5);
b) (+10) - (+3); e) (-6) - (-3); h) (+5) - (-3); k) (-9) - (+3);
c) (+6) - (+4); f) (-4) - (-5); i) (+2) - (-10); ) (-3) - (+2).
2. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
a) (-2) - (+4) = (+2) - (-4); [ e) (+3)- (-2) < (+3) + (-2); L
b) (-7)-0=-7; L f) (+8) - (-5) > (-5) - (+8); L]
0) (+3) - (-4) < (-3) - (-4); LI g) 6 (-4) <(-6) - (+4); L]
d) (-10) - (+4) > 40; [] h)(-2)-0>2-0. [
3. Completeaza casetele cu numere intregi astfel incat sa obtii enunturi adevarate:
a)(-10)-Ll=0; d) (-9) - [8 +(-5)] = (-9) - 8 + LI (-5);
b) L1 (-15) = -15; e)10-[[J-(-6)]=[1-(-3)-[]-(-6);
)23+ (-4)= (-4)-[; Al-e -0 (-2 -0O0-0-0-00
4. Completeaza casetele cu unul dintre semnele <, >, pentru a obtine propozitii @
adevarate:
a)2-(-5)J4-(-5);  )(-3)-(-6)[I(-3)-(-8); e)(-2)-5[(-5)-3;
b)(-4)-8L1(-4)-3; d)7-5[17-3; f)4-501(-4)- (-6).
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5. Transcrie si completeaza tabelul.

a b C a-b a-(b+c) (b-c¢)-a lal-c a-(b-c) a-(Ibl-¢)

=5 | =2 +8
-6 +10 -12
+7 -9 -5
-20 +14 -13
-4 +4 -8
6. Efectueaza, grupand convenabil factorii:
a) (+5) - (-25) - (-2) - (-10) - (+4); c) (+25) - (+15) - (+8) - (-20);
b) (+4) - (-8) - (-6) - (+25) - (-5); d) (-12) - (-4) - (-20) - (+ 5).

7. Calculeaza, scriind convenabil unul dintre factori si folosind distributivitatea
inmultirii fata de adunare si scadere:

a) (-99) - 54; c) (-18) - (-99); e) 1001 (-17);
b) 23 - (-101); d) (-999) - 16; f) (-101) - (-15).
8. a) Calculeaza a - (b - ¢), stiind ca a, b, c sunt numere intregi, a - b = -27 si ¢ = -15.
b) Calculeaza (-2)-a - (5- b - ¢), stiind ca a, b, ¢ sunt numere intregi, c- a=125si b =-8.
9. Calculeaza:
a) (-5) - a +(-5) - b, stiind ca a si b sunt numere intregi sia + b = -30;
b)12-a-12-b, stiind ca asi b sunt numere intregi si a - b = - 50;
c) Calculeaza a- b + a - ¢, stiind ca a, b, ¢ sunt numere intregi, a = -4 si b + c = 25;
d) Calculeaza a- b - a - ¢, stiind ca a, b, ¢ sunt numere intregi, a = -16 si b - ¢ = -16;
e)15-a-9-b+8, stiind ca asi b sunt numere intregi si5-a-3-b=-15.
10. a) Produsul a doua numere intregi este 10. Care sunt aceste numere? Scrie toate
variantele!

b) Produsul a doua numere intregi este 8. Care este cea mai mica si care este cea
mai mare valoare pe care o poate lua suma acestor numere?

¢) Produsul a trei numere intregi este - 15. Care sunt aceste numere? Scrie toate
variantele!

11. Determina suma a trei numere intregi consecutive al caror produs este egal cu 0.
Analizeaza toate cazurile.

12. Calculeaza produsul elementelor multimii A={X | X € Z, |X| < 3}.
13. Se considera multimile A={X | Xe zZ,1<|X|<2}siB={X| Xz -3<Xx<1}
Determina cardinalul multimiiC={X | X=a-b,aeAsibeB}.
14. Se considerd multimea A ={-5, -3, -2,-1,0, 1, 2}.
a) Scrie doua submultimi cu doud elemente ale multimii A, cu proprietatea ca
produsul elementelor fiecareia este numar intreg negativ.

b) Scrie doua submultimi cu trei elemente ale multimii A, cu proprietatea ca
produsul elementelor fiecareia este numar intreg pozitiv.

¢)Scrie doud submultimi cu cel putin doua elemente ale multimii A, cu proprietatea
ca produsul elementelor fiecareia este egal cu 0.

INDICATIE:
a) (-99)-54 =
(1-100) - 54 =
1-54-100 - 54 =
54 - 5400 = - 5346.

JOC

Completeaza!
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5. Impartirea numerelor intregi

Descopar

1. Calculeaza:
a)4-10;  b)(-4)-10; ) &-(-10); d) (-4) - (-10).

2. Folosind inmultirile de la exercitiul 1, completeaza casetele cu numere intregi
pentru a obtine propozitii adevarate:

a)40:4=[1;40:10=L1; ¢) (-40): (-10) =[J; (-40) : 4 = 1;
b) (-40): (-4)=[]; (-40):10=[]; d)&0:(-4)=[1; 40:(-10)=L].

Formuleaza o concluzie privind semnul catului impartirii a doua numere intregi.

Fie a si b doua numere intregi astfel incat b # 0 si lal : |bl. Catul impartirii
numarului a la numarul b este numarul intreg ¢ pentru care a= b - c. in acest caz,

a se numeste deimpartit, iar b se numeste impartitor. ATENTIE!
» Daca a si b sunt ambele pozitive sau ambele negative, atuncia: b=lal:|[bl. ~ +0:a=0, pentru
EXEMPLE: oricare numar intreg
nenul a.

1.(+35): (+7) = 1+35] : 1+71=35:7=5;  2.(-10):(<2)=|-10] : I-21 =10:2=5;
o Impartirea la 0 nu

« Daca a si b sunt unul pozitiv, si unul negativ, atuncia: b =-(lal : |bl).
3 ? are sens.

EXEMPLE:
1.(+28) : (-4) = -(|+28] :1-41) = -(28 : &) = -7,

2.(-25): (+5) = ~(I-25] : [+5]) = -(25: 5) = -5. Semnul  Semnul  Semnul

OBSERVATIE numarului numarului numarului
: a b a:b

Daca a si b sunt doua numere intregi, astfel incat b # 0 si lal : [bl,
+ + +

atunci catul impartirii numarului a la numarul b este:
- ~ . . - . . - - +
- un numar intreg pozitiv, daca a si b au acelasi semn,
- + -

-0,dacaa=0,
- un numar intreg negativ, daca a si b au semne diferite.

Aplic

1. Fara a efectua calculele, scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si @
F, daca propozitia este falsa.

a)(-56):(+2)<0; 0 d)(-36):4>0; (] g) (-38):(-2) < 0; ]
b)0:(-7)>0; [ e)(-8):(-1)>0; [ h)(-2):1<0;[]
c)35:(-5)>0; ] f)56: (-4) < 0; ] i)(-2):(-2)>0.1
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. Calculeaza:

a) (-24) : (+4); e) (-57): (-19) i) 55:(-5) m) (+63) : (+9);
b) (-27):3; f) (-36) : (-18); j)49:(-7); n) (+81) : (+27);
c) (-60) : (+12); g) (-64) : (-4); k) 42 : (-14); 0) 126 : (+9);
d) (-50) : 10; h) (-63): (-7); 1) 72: (-18); p) 512 : 16.
. Completeaza casetele cu unul dintre semnele <, =, >, pentru a obtine propozitii

adevarate:

a) (-160) : 40 [_1(-250) : (-5);

b) (-324) : (-9) 1 (-245) : (-7);

¢) (-126) : 301 (+252) : (-6);

. Transcrie tabelele si completeaza-le.

d) (-68) : 17 1145 : (-29);
e) 480 : (-12) L1(-3 600) : (+9);
£) (-95) : (-5) 119 : (+1).

a -20 -15 -18 -45 27 30 +80 63 0
b 5 3 -6 -9 =3 -6 +10 7 -10
lal : b
a:b
la: bl
X -16 32 -30 =24 Iy 100 -100 63 0
y -4 -8 6 +4 -6 =5 -10 = 15
Xy
X:y
m -96 16  -300 56 -60
n -2 5 -6 -15 21
m-n -64 600 -125 Iy
m:n -4 20 7 -3

. Calculeaza X: .

a) X =(-20):(-10),y =18:(-9);

b) X =(=17) + (-2) + (=1),y = (-8) + (+2) + (+2);
€)X =17+(-16),y = (-15) + (-14) + |-18];

d) X =(-20):(-5),y = I5] +(-3) + |-2I.

. Completeaza casetele.

a) :(-3) +h

) ) O O
4 )
Y

—
I
—
oo
—/
—
|
O
-/
~ —

@
O

) ) ) ) L) [

UNITATEA 3

JOC

Completeaza!
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6. Puterea cu exponent numar natural a unui numar
intreg nenul. Reguli de calcul cu puteri

imi amintesc
1. Calculeaza:
a) 3% b) 5% c) 0% d) 15 e) 20
2. Scrie sub forma unei puteri:
a)32-3% b)5°:57% c) (39)% d) 45- 35 e) 158 : 58,

Dacd a este un numar intreg si n este un numar natural, n > 1, atunci  OBSERVATI|

@-a-a-..-a senoteazaa"(se citeste ,a la puterea n") si reprezinta puterea a 3
n factori ' 1. Daca a este un

n-a a numarului intreg a. numar intreg negativ,
atunci a” > 0, pentru
oricare numar natural

exponentul puterii par n.
2. Daca a este un

puterea numar intreg negativ,
atunci a" < 0, pentru
baza puterii f)ricare numar natural
impar n.

in acest caz, a se numeste baza, iar n se numeste exponent.

Prin conventie, a®=1, pentru oricare numar intreg nenul q,
a' = a, pentru oricare numar intreg a.

Nu se defineste 0°.
EXEMPLE:
1.(-32 = (-3)-(-3)=9; 4.0=0-0-0-0=0;
2.(-2°=(-2)-(-2) - (-2) - (-2) - (-2) = -32; 5.(-4)°=71;
3.(+5)* = 5% = 5.5-5=125; 6.(-7)"=-7.

Reguli de calcul cu puteri

Daca a si b sunt numere intregi nenule, atunci: EXEMPLE:

a™-a"=a™*" pentru oricare numere naturale m si n; 1.(-3)°- (-3 = (-3 = (-3)";
2.(-2)°: (-2 = (-2)7 = (-2)
3.[¢-2)%]4= (2% = (-2
4.(-2)*-(-5)*=[(-2) - (-5)]*=10%

a™:a"=a™"" pentru oricare numere naturale msin, m 2 n;

(@™"=a™ ", pentru oricare numere naturale m si n;

a"- b"=(a- b)", pentru oricare numar natural n. 5. (-3)2- 42=[(-3) - 4]2 = (-12)%
Daca a si b sunt numere intregi nenule, si [al : |bl, atunci 6. (-8)3: (-4)3=[(-8) : (-&)]3 =23
a": b"=(a: b)", pentru oricare numar natural n. 7.(-10)%: 5° = [(-10) : 5]° = (-2)>.
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UNITATEA 3

Exercitii rezolvate

1. Calculeazaa+b+c+d,stiindcaa=(-52b=(-2)3c=(-3)%d=(-4)"
Rezolvare:
a=(-5)2=(-5)-(-5) =25, c=(-3)=1,
b=(-23=(-2)-(-2)-(-2)= -8, d=(-4)"=-4
a+tb+c+d=25+(-8)+1+(-4)=14

2. Scrie ca putere cu baza -3 urmatoarele numere: 1, -27, 81, -3, -243, 3%, -3/,
(-39,

Rezolvare:
1=(-3)°, 81=(-3)4 =243 = (-3)3, -37=(-3),
-27 = (-3)3, -3=(-3)], 34=(-3)4,

(_32)20 = [(_1) . 32]20 = (_1)20 . (32)20 =1 32~20 = 340 = (_ 3)40-

3. Scrie sub forma unei puteri folosind regulile de calcul cu puteri:
a) (3)*-(3)6-(-3)% b)25%-(-5)%; ) (-27)7:(3)"%; d)[(-8)°]*: (-4)%.
Rezolvare:
a) (-3)%- (=3)8 - (=3)° = (-3)#6* = (-3)"5;
b) Scriem 25 = 52 si obtinem 25 = (52)10 = 5210 = 520,
Cum 25 = 520 5j (-5)% = 5%, rezulta 25" - (-5)30 = 520 - 530 = 52030 = 530,
¢) Scriem =27 = (-3)3 si obtinem (-27)7 = [(-3)*]7 = (-3)37 = (-3)2.
Asadar, (-27)7 : (-3) = (-3)2: (-3)¥ = (-3)""" = (-3)%
d) [(_8)5]3 = (_8)5~3 = (_8)15 = [(_2)3]15 = (_2)3'15 = (_2)45'
(20 =[(=1)- 4]0 = (=12 - 420 =1 420 = 420 = [(-2)?]20 = (-2)220 = (-2)*0,
Astfel, [(-8)°]* : (-4)%0 = (-2)% : (-2)*0 = (-2)»~%0 = (-2)5,

Aplic

1. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Daca (-3)*=(-3) - (-3) - (-3) - (-3), atunci X este egal cu ...
b) Rezultatul calculului (-2)?- (-2)3 este egal cu ...
¢) Daca [(-3)?]? = 1, atunci a este egal cu ...
d) Daca a = (-20)*si b =10 atuncia: b este egal cu ...
2. Transcrie si completeaza tabelul de mai jos:

a -4 =5 10 -6 =1 +5 -2 3 -6 -10
n 2 3 4 3 20 4 8 3 4 1
an

(-a)

_aﬂ

3. a) Calculeaza si apoi ordoneaza crescator numerele: -33, 75, -(-3) 2, (-4) ?, (2 3) 2,
[(-3)2]% (-2)%, 0.
b) Calculeaza si apoi ordoneaza descrescator numerele: -1, (-800) ", -(-9)3, (-3) 4,
(25)2, [(-1)2]2°,(-3)%, 1 000.

ATENTIE!

-n? # (-n), pentru
oricare numar intreg
pozitiv n.

De exemplu,

~52 % (-5)
-52=-(5-5)=-25
(-5)=(-5)-(-5)=25

STIATI CA..2

» Notatia actuala a
exponentilor intregi
pozitivi a fost utilizata
pentru prima oara in
anul 1637 de
matematicianul
francez René
Descartes in ,La
Geometrie, carte in
care autorul a stabilit
echivalente intre
operatiile algebrice si
constructiile
geometrice.
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JOC

Completeaza!

(-3 - (-2y
st 15 J«—o ]
L

START| — 42]<—f 'j
(]

N 88

4. Calculeaza a si b si scrie in caseta numarul mai mare: @
a)a=(-3)%b=(-3)%0] d)a=(-6°b=(-67L]
b)a=2%b=(-2)%L] e)a=(-1%%5p=02%[]
da=(-52b=(-5%L] f)a=-102 b =(-10)2[]

5. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.
a)3’- 35 e)8': 88
b) (-2)2- (-2)5; f) (-5)?: (-5)’;
) (-5)3- (-5)4- (-5)5; g)(-6)": (-6); k) [(-4)2]°;

d) DD D5 h) (-10)* : (-10); ) [(-5)°T°.

6. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai

jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

i) (23)4
j) [(-3)2]5

a)23-53%

b) (-10)%- (-3)%
) (-4)°- 63
d)7°-(-2)5

7. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.

a)(-3y7<0;[]

b) (-5)10 > 0; L]
) (-3)7=3"]
d) 26 =(-2)5, ]

e) 1003 : 253

f) (-125)% : (-5)%
g) (-3000)7 : 507
h) 7297 : (-27)".

e) (-2)8=-44[]

f)(-3)6=(-27)% ]
g) (-25)3 = (-125)3 [
h) (-16)6 = (-32)2.[]

8. Scrie ca putere cu baza -2 numerele: 1, 4, -8, -128, -2, 64, 27, -25, (-23)'0, (-23)3,
9. Scrie ca putere cu baza 5 urmatoarele numere: 1, 125, (-5)*, (523, [(-5)2%, 5, [(- 5)*]“.

10. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

a) 2° - 45 f) 275 - (-3)5 k) (-125)10: (-5)%
b) (-2)7 - (-8)%; g) (-5)7 - (-125)3; [) 643 : (- 4)%
c)(-3)8-93% h) 2 (-16)¢ m) (-32)7: (-2)3

d) 5%-(-25)%;
e) 812- (-3)3;

i) 520 258
) (=78 (-49)%

jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

a) 85 - 410

b) (-27)1 . 95

) (-8)2- 16"

d) 814 - (-27)

e) (-125)" - (-625)%;

f) 54 [(-25)23 - (- 125)5;
g) 1000 : 10075;

h) (-100)* - (-1000)? - 1000 000;

i) (-128)%: 2",

j) 641 1 (-16)%%;

k) (-256)" : (-64)";
1) (-625) : (-125)"%
m) 2434 : (-9)8;

n) (- 64)2 : (-32)™,

n) (-100)¢:10"%;
0) (-32)": (-2)%.
11. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
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Descopar

Calculeaza:
a)3-2"-12-15-246:41 +10; b)3-[(2"-12-15—246):4’| +10].

invat @

o Adunarea si scaderea sunt operatii de ordinul I, inmultirea si impartirea sunt operatii de ordinul Il, iar
ridicarea la putere este operatie de ordinul l1l.

» Daca intr-un calcul aritmetic fara paranteze se intalnesc numai operatii de acelasi ordin, acestea se
efectueaza in ordinea in care sunt scrise.

EXEMPLE:
1. 321 - (-462) + 147 = 783 + 147 = 930; 3.(-240): 6 - (-4) = (-40) - (-4) = 160;
783 -40
2. 108 - 205 - 24 = (- 97) - 24 = - 121; 4.1120: (-40) : 7=(-28): 7 = -4.
s T

o Daca intr-un calcul aritmetic fara paranteze se intalnesc operatii de ordine diferite, se efectueaza intai
operatiile de ordinul Ill, apoi operatiile de ordinul Il si, dupa acestea, operatiile de ordinul I.

EXEMPLU:
156:(-12) +3-(-2)*-40=156:(-12) + 3 - 16 - 40 = (-13) + 48 - 40 =35 - 40 = -5.
—— M — T —_—
16 R 48 35
» Daca intr-un calcul aritmetic se intalnesc paranteze rotunde, paranteze drepte si acolade, se efectueaza
intai operatiile din parantezele rotunde, apoi operatiile din parantezele drepte si apoi operatiile din
acolade. Dupa efectuarea calculelor din parantezele rotunde, acoladele devin paranteze drepte, iar
parantezele drepte devin paranteze rotunde.

EXEMPLU:
27%:(-3)*-{35+2-[5-(23-5+10)]} = 272: (-3)*-{35+2-[5- (8 -5 + 10)]} =
8

50

=27%:(-3)*-[35+2-(5-50)] = 272: (-3)* - [35 + 2 - (- 45)] = 27%: (-3)* - [35 + (- 90)] =

~i5 90 -55
= 27%:(=3)% - (-55) = (3%)2:3%-(-55)=3°:3%-(-55)=3% - (-55) = 9 - (-55) = 9 + 55 = 64.
@2 3 36 Bz

Aplic

1. Calculeaza:

a)(-31)+21-23; d)12-10+13; g)(-7)-10-13 +22;

b) 53 + 17 - 74; e) (-17) - 43 + 22 - 10; h) 18 - 20 - 2 + 25 - 30;

c) (-45) + 56 - 102 - 15; f) 38 - 43 +15; i) (-12) - (-2) - 10 + (-9).
2. Efectueaza calculele:

a)120:12:(-2); c)32:(-8)- & e)15-(-3):9;

b) (-72): (-9) : 2; d) (-63):(-9) - (-7); f) (-95) - (-2) : (-10).
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STIATI CA..2

Simbolurile folosite
pentru redarea
operatiilor aritmetice
au uniformizat
limbajul stiintific.

« Cartea in care apar
tiparite pentru prima
oara simbolurile ,+" si
.~ este ,Mercantile

Arithmetic” (, Aritmetica
comerciald”), publicata
in anul 1489. Cele
doua simboluri nu se
refereau la adunare si
scadere, nici nu
marcau numerele
negative si pozitive, ci
erau folosite pentru a
exprima surplusul si
deficitul in probleme
economice.

« Cel care a impus
utilizarea simbolurilor
,+"si =" pentru a
marca operatiile de
adunare si scadere a
fost matematicianul
francez Francois Viéte.

 Punctul ,” a fost
propus in 1631 de
Harriot Thomas, dar a
fost impus ca simbol
pentru inmultire de
matematicianul
german Gottfried
Wilhelm Leibniz.

« Simbolul ,,;"

pentru impartire a
fost propus n anul
1684 de Gottfried
Wilhelm Leibniz in
revista stiintifica
»Acta Eruditorum”
(,Jurnalul savantilor”).

N 20
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3. Calculeaza:
a) 17 +(-324):36 - 32 - (-5); d) (-34) + (-2) - 16 - 144 : (-12);
b) (-64) - (-3): 16 - 15 + 32; e) (-14) - (-2) - (-16) : (-8) - 27,
€) 729 : (-27) : (-3) + (-125) : (-5); f) (-240):12-3-216: (-6) + 14.
4. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
a) 54 - (25+32) =54 -25+32[] €)75-20+125 = 75- (20 - 125); L] @
b) (-390): (10 - 3)=(-390):10:3;[L]  d)5-(-16):8=5-[(-16):8].[]
5. Calculeaza:
a)12-(-15) +5-12;
b) (-5) + (-5)- 9.+ (-5) - 12

d)10-21-21-21-30;
e) 4~ (-15) - 420 + 4 - (-22);

)22 (-26) + 24 - (-26) - 44 - (-26); ) (-3)-(-2) +(-3)-5-3-6.
6. Transcrie si completeaza tabelul urmator:
a b a-2b 3a+2b -(a-b) a’-a-b b2-2a-b
-5 12
3 10
9 -9
-4 -8

7. Compara numerele a si b:
a)a=(2)"-33+(-4)"sib="172-(-12)
b)a=(5-8)*-(13-6)2sib=5-(2)°+4%-(32-3") +(3)%
0)a=3-(-2)*-(-2)-33-10%si b=(22)3- (-4) + 3*- 10 : (-18) - (-300)".

8. Calculeaza:

a) (125:5-140:2) : (-9) + (-324) : (-18);

b) [13 - (-15) - (22 - 9 - 3)] - (-5) - 900;
€)50+2-{40-8-[30 +3-(10 - 45:3)]};
d)12+{[(82-102):6-(7-15-50-3)] - 3}: (-13);
e)[(-2)4-2-(-52+3-(10:2-9)] - 5;
f) [3 (-3)2-(-3)10: 312 - 210,216.223].5.

g) 819 [475-(-2)20 + (28: 23)1] : [(-29)-2 - 22-23 - 1];
)

h) (-5)1% : {[(-5)*]5 - (-5)%8 - (52002 - 2.- (-5)85 : 530 - 5% + (- 6) - (15% : 37)’).

g v
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8. Ecuatii in multimea numerelor intregi

Descopar

1. Ce numar intreg din multimea A = {-2, -1, 0, 1, 2} poate fi pus in caseta pentru a
obtine o propozitie adevarata?

2-[]-5=-3
2. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate.
a)[LJ+5=10; oll-5=3; e)(-4)-[]=8;

b) (-3) + []=-5; dsg-L1=12 f)L1: (-3) =5.

vt @

Ecuatia este o egalitate intre doua expresii care contin una sau mai multe necunoscute si care este adevarata
numai atunci cand necunoscuta/necunoscutele sunt inlocuite cu anumite numere numite solutii.

OBSERVATII
1. Intr-o ecuatie, semnul =" apare o singura data.

2.1n scrierea unei ecuatii se precizeaza multimea in care necunoscuta/necunoscutele iau valori.
EXEMPLE:
1.X+5=9XeN;,  23-X+5=1,X€Z  3.2-X-3-y=4XYeZ

membrul stang membrul drept

e
3:X+5 = 1 XEeZ
T N multimea in care
necunoscuta necunoscuta ia valori

0 solutie a unei ecuatii cu 0 necunoscuta este un numar din multimea in care necunoscuta ia valori pentru
care egalitatea este adevarata.

A rezolva o ecuatie in multimea numerelor intregi inseamna a determina solutiile intregi ale acesteia.
Doua ecuatii care au aceeasi multime a solutiilor se numesc ecuatii echivalente.
OBSERVATII

« Daca adunam, scadem sau inmultim ambii membri ai unei ecuatii cu un numar intreg nenul, obtinem o
ecuatie echivalenta cu cea initiala. Pentru a scrie relatia dintre cele doua ecuatii vom folosi semnul <"
EXEMPLE:
1.3:X-4=-1]+4 © 3-X-4+4 = (-1)+4 & 3-X=3,

Ecuatia3 - X=3,X € Z are solutia X = 1. inlocuind X cu 1in ecuatia3 - X - 4= -1, obtinem 3 - 1 - 4= -1, ceea
ce este adevarat. De aici rezulta ca 1 este solutia ecuatiei 3- X - 4= -1.

Asadar, ecuatiile 3+ X - 4 =-15si 3 - X = 3 au aceeasi solutie, deci sunt echivalente. Ecuatia 3 - X = 3 a fost
obtinuta din ecuatia 3 - X - 4 = -1 prin adunarea cu 4 a ambilor membri ai acesteia.

2.5:X+1=6|-1© 5:X+1-1=6-1 & 5:X=5
3.X:(-2)= -3]-(-2) & x:(-2)-(-2)=(-3)- (-2) & X=6.
» Daca impartim ambii membri ai unei ecuatii de tipul ax = b, unde a,b € Z, a # 0 la un numar intreg nenul
¢, cu proprietatea ca |c| este un divizor comun al numerelor |al si [bl, obtinem o ecuatie echivalenta cu
cea initiala.
EXEMPLU: (-3)-X=121:(-3) & (-3)-X:(-3)=12:(-3) & X =-4.
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Exercitii rezolvate

1. Verifica daca -1 este solutie a ecuatiilor5- X -3=-8,X€ Zsi4-2-X=-6,X € Z.

STIATI CA..2 @

» Termenul ,ecuatie”
a fost folosit pentru
prima data in anul
1202 de catre
matematicianul italian
Leonardo Fibonacci.

» Notiunea de
,necunoscuta” a fost
introdusa de
matematicianul grec
Diophantus (sec. IIl).

« Parintele
matematicii din Grecia
Antica, Pitagora,
folosea mici pietricele
cu ajutorul carora
reprezenta si rezolva
ecuatiile.
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Rezolvare:

inlocuim necunoscuta X cu -11n cele doua ecuatii. Vom obtine 5-(-1) - 3 = -8,
ceea ce este adevarat si 4 -2 - (-1) = -6, ceea ce este fals.

Asadar, -1 este solutia ecuatiei 5 - X - 3= -8, dar nu este solutia ecuatiei 4 - 2- X = -6.

. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a)X +10=13; c)(-5)-X+6=21 e)3-(X-1)+6=-9.
b) (-18): X =-2; d)2x+3=X- 4
Rezolvare:

a)X+10=13]-10 & X+10-10=13-10 & X=3.
Cum 3 € Z, validam solutia ecuatiei inlocuind X cu 3 in ecuatie. Obtinem

3+10 = 13, ceea ce este adevarat. Asadar, solutia ecuatiei este 3. Vom scrie
S = {3} (S reprezinta multimea solutiilor ecuatiei).

b)(-18):X = -2 & X=(-18):(-2) & X=9

Cum 9 € Z, validam solutia ecuatiei inlocuind X cu 9 in ecuatie. Obtinem
(-18): 9 = -2, ceea ce este adevarat. Asadar, S ={9}.

€)(-5)-X+6=21|-6 < (-5)-X+6-6 = 21-6 < (-5)-X = 15]:(-5) &
& (-5)-X:(-5)=15:(-5) <& X=-3

Cum -3 € 7, validam solutia ecuatiei inlocuind X cu -3 in ecuatie. Obtinem
(-5) - (-3) + 6 = 21, ceea ce este adevarat. Asadar, S = {-3}.

d)2X+3=X-4|-3 © 2X+3-3=X-4-3 & X=X-7|-X&

S2X-X =X-7-X & X=-7

Cum -7 € Z, validam solutia ecuatiei inlocuind X cu -7 in ecuatie. Obtinem
2-(-7) +3=(-7) - &, ceea ce este adevarat. Asadar, S = {-7}.
e)3-(X-1+6=-91-6 & 3:(X-1)+6-6 = (-9)-6 & 3-X-1=-15]:3 &
& 3:(X-1:3=(-15):3 & X-1=-5]+1 & X-1+1=(-5)+1 & X=-4
Cum -4 € 7, validam solutia ecuatiei inlocuind X cu -4 in ecuatie. Obtinem
3-[(-4) - 1] + 6 = -9, ceea ce este adevarat. Asadar, S ={-4}.

Ecuatia se mai poate rezolva si astfel:

3:(X-1)+6=-9 © 3X-3+6=-9|-6 © 3X-3+6-6=(-9)-6 <

—_—
3-X-31

& 3X-3=-15|+3©3X-3+3=(-15)+3 < 3X=-12|:3 © 3X:3=(-12): 3
S X=-4

. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a) Ix| =5; b) 1+ |2X +1| = 4
Rezolvare:

) IX-4|=-3.

a) Stim ca |X| reprezintd distanta de la originea axei numerelor la punctul M(X).
Daca |X| = 5, atunci OM = 5, adica punctul M are coordonatele 5 sau -5. Asadar,
S={-5,5}.
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b) Daca 1+ |2X + 1| = 4, atunci |2X + 1| =3, de unde rezulta 2X + 1=-3 sau 2X +1=3.
X+1=-3 & 2X=(-3)-1 & X=-4 & X=(-4):2 & X=-2

2X+1=3 & 2X=3-1 & 2X=2 & X=2:2 & X=1

S={-2,1}

¢) Stim ca [n| 2 0, oricare ar fi numarul intreg n. Asadar, |X - 4| 2 0, oricare ar fi
numarul intreg X. (Daca X e numar intreg, atunci X - 4 e numar intreg.)

[X - 4] >0, pentru oricare numar intreg X

= Ecuatia X - 4| =-3nuare
-3<0

solutii. = S=0@

. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a)[7(3x - 1) +5]:2-6="14 C)3X-1= X+4&
b)X-2=2X+4-X-6; d)X-1+X=3X+2-X
Rezolvare:

a)[73x-1)+5]:2-6=14 < [I3X-1)+5]:2=14+6 <

& [7(3x-1)+5]:2 =20 & 7(3X-1)+5=20-2 & 73X -1)+5=40 &

© 73Xx-1)=40-5 < 7-3X-1=35 & 3X-1=35:7 & 3X-1=5&
©3X=5+1 3:X=6 & X=6:3 & X=2

S=1{2}

b) X-2=2X+4-X-6 & X-2=2X-X+4-6 & X-2=X-2, ceea ce este
adevarat pentru oricare numar intreg X. Asadar, S = Z.

O3X-1=X+4]+1 &3X-1+1=X+4+1&3X = X+5 & 3X-X=5 &
S2X=5 & X=5:2 © X=25

2,5 ¢ Z = Ecuatia 3X - 1= X + 4 nu are solutii in multimea numerelor intregi. =
>5S=0

d) X-1+X=3X+2-X & 2X-1=2X+2 & -1=2, ceea ce este fals. Asadar,
ecuatia X - 1+ X =3X+2 - X nu are solutii. = S = @.

. Determind numerele intregi X si Y pentru care (X - 2)(y +5) = -4.

Rezolvare:

Daca X si Y sunt numere intregi, atunci X - 2 si y + 5 sunt numere intregi.
Deoarece -4 =1-(-4) = (-4)-1=(-1)-4=4-(-1)=2-(-2) = (-2) - 2, sunt posibile
cazurile:

*X-2=1siy+5=-4 cusolutiaX=3siy=-9;
*X-2=-4siy+5=1cusolutia X=-2siy=-4

*X-2=-1siy+5=4 cusolutiaX=1siy=-1,
*X-2=4siy+5=-1cusolutiaX=6siy=-6
*X-2=2siy+5=-2,cusolutiaX=4siy=-7
*X-2=-2siy+5=2,cusolutiax=0siy=-3.
Asadar,X=3siy=-9sauX=-2siy=-4sauX=1siy=-1sau
X=6siy=-6sauX=4siy=-7sauX=0siy=-3.

UNITATEA 3
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0 ecuatie pentru care
multimea solutiilor
coincide cu multimea
in care necunoscuta ia
valori se numeste
identitate.
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Joc Aplic
Completeazd casetele! 1. Fara a rezolva ecuatia, precizeaza daca solutia acesteia apartine multimii A
specificata in fiecare caz, scriind Da sau Nu in caseta.
D D a)(-5)-x=10,xez,A=7z [} d)9-x=1,xezA=N L]
- - -7 b)6+Xx=4Xez A=7_L], e)(-5)-x=0,xe 7z, A={-55} [}
A(-5):x=1,xez,A=7_L} f)x-4=1,Xez A={-5-4 -3} [l
B. :() () 2. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
R S\ de mai jos.
a) Dintre numerele -14, -2, 2, 14, solutia ecuatiei (-6) + X = -8, X € Z este:
A. -4 B. -2; C.2 D. 14.
¢ -() +(O) b) Numarulintreg 3 este solutia ecuatiei:
/\‘/‘ A6+X=3X€EZ C.(-15):X=5X€e Z;
B.2-X=-6,X€ Z; D.6-X=3XeZ.
c) Solutia ecuatiei X : 4 = -2, X € Z este:
D. +(O) -UJ A. -8; B.-2; C.2; D. 8.

3. Scrie in casetd A, daca propozitia este adevdratd si F, daca propozitia este falsa.
a) Solutia ecuatiei 10: X = -2, X € Z este -5.[ ] @
b) Solutia ecuatiei -8 - X = -1, X € Z este 7.

: = /C—)\ c) Solutia ecuatiei (-3) - X = 18, X € Z apartine multimii A = {-54, -6, 6}.[]
4. Verifica daca -3 este solutie a ecuatiei:
a)(-2)-X+1=7,X€Z; b)10+4-X=2,X€E Z €)5+X:3=-6X€EZ.
E O (O 5. Stabile$_te_3 care dintre numerele intregi din multimea A = {-8,-4,2, 4} este solutie
i SN a ecuatiei:
6] a)3-X-1=X+3,X€Z; b)2-(x+2)-8=4,Xe€Z, )(-8):X=2,X€Z.
6. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
l.a) X + 15 = 20; e) 11+ X=6; )10 - X = 6; m)x-3 =8
b) X + 13 = -7, f)3+Xx=-9; a-X=-3; n)X-7=-5;
OX+(-18)=-3; g (-13)+Xx=-3; k)(-5)-X=2; 0)X-(3)=6;
d)X +(-5)=8; h)(-1)+Xx=7; l)(—7)—x=—4- p) X - (-8) = -2.
ll.a)X-3=15; C)X-5=-20; e)(-3)-X g)7X=8§;
b) X - (-4) =12; d)X-(-2)=-10; f)(-4)-X=16; h)6X=-12
.a)X:4=-2; ) X:(-6)=3; e)6:X=2 g) (-10): X = 5;
H. b)X:5=4; d)X:(-2) = -4 f)o:x=-3; h) (-20) : X = -4.

(-2) 18 ~_[] 7. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
{ a)2X +3=-13; e)3x+(-9)=0; i) 4 - 2X =6
START .
b)1+3X=7; f)6x + (-5) =7, j) (=5) - 4X = -13;
] o ] C)5X - 6 =4 g) 8X - (-3) = 13; k) 6 - 8X = -10;
d) 4X-8=-2; h) (-3) +5x = 12; D(-2)-3x=7.
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8. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
a)2-3X=2X+T; d) (-3) - 2X =9 -5X;
b)3X + 4 =4X - 5 e)2(X - 1)=4X+5;

c) (-6) +3X=1-4X; f) 5(X - 1) = 4(X + 2);

9. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
a)(3x-2):5+3=2 e)3-[(2x +4)-2-5]+7=-20;
b)[2+3(x-1)]-8=-3; f)2-[5-(x+1)+3]:2=13;
010-3-[1-2(X-7]=-5 g)(-6)-[1-3-(x+2)]-4=26
d)[8+3(1-X)]-(-2) +1=-3; h)[9-4-(Xx+1)+3]:(-3)-(-1)=-7.

10. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a) x| =3; c)Ix -6l =-5; e)[1-2x|=7; Q) IX-2|+4=6;
b) IX+5| =4 d)l4-x]=9; f)1+1xl =9 h)-2-13-x|=-3.

11. Se considerd multimile A={X | X € Zsi(-3) +5X=7}siB={X | X € Zsi X:(-2) =-1}.
Demonstreaza ca A = B.

12. Se considerd multimile A = {-1, 0,1, 2} si B = {X | X € Z, 4-3(X+2)=-5}
Determina elementele multimii A \ B.

13. Se considera multimile A={X | X € Z, |2X - 3| = 5}si
B={X|xez [23X+1)-3]:7-2=-3}. Demonstreaza ca B c A.

14. Se considera multimile A={X | X€ Z, 4 -2X + 6 =2(X - 1)} si
B={X|Xez7+4x=1-2X}. Determina A N B.

15. Multimea M este formata din elementele: a, a + 1,2a +1,3a, unde a € N.

g)(-2) +3(x-2) = 4-3x;
h)(-3) +3(2-X)=6-2(X +5);
)1-2(X+3)=5-3(X-1).

a) Pentru a = 3, scrie multimea M prin enumerarea elementelor sale.
b) Determina numarul natural a pentru care card M = 2.
c) Determina numarul natural a pentru care cardM = 3.
16. Se considera multimile A = {~2, 3,7, 9} si B = {-2, 2X -3, X + 6, 7}, unde X este
numar natural. Determina numarul natural X pentru care B = A.

17. Determina elementele multimii A:
a)A={X|XeN, (x+7)]7}; AA={X|xeN,(2x-1)]15};
b)A={X|XeN,12: (X+2)} d)A={X|xeN,(@3x+1)] 50}

18. Determina elementele multimii A:
a)A={XIXxeN, (x+2)|@x+1)};
b)A={X|XeN, (X+3)|(@2x+9)}
AOA={nlneN,(2n+1)|(3n+4)};

d)A={X|xeN,x+1)|(4x+7)}
e)A={x|XxeN,(x+1)|(Bx-2)
f)A={X|Xxe N, (5Xx-2) | (8X +4)}.

19. Determina numerele intregi X si Y pentru care :
b) (5 - X)(y - &) = -6;

a) (x+3)(2y + 8) = 0; o) (X +6)(y+8)=12.

STIATI CA..? @)

» Mult timp, algebra -
una dintre ramurile
matematicii - a fost
echivalenta cu studiul
ecuatiilor.

« Denumirea ,,algebra”
provine de la termenul
»al-jabr”, din titlul
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In aceasta lucrare,
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aplicat calculele cu
necunoscute,
aratandu-le utilitatea
in domeniul practic al
schimburilor
comerciale, al
impartirii mostenirilor
sau al masurarii
terenurilor. Toate
acestea sunt
prezentate fara a
folosi o scriere
simbolica (semne
matematice).
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9. Inecuatii in multimea numerelor intregi

Descopar

1. Ce numere intregi din multimea A ={-3, -2, -1, 0, 1, 2} pot fi puse in caseta pentru
~ aobtine o propozitie adevarata?
ﬁ 3-0]-4<-3.
12. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate.
Gaseste cat mai multe variante.
a)lJ+2<4 oll-4<2 e)(-2)-LI>6;
b) (-1 +[]>3; d)5-0L1> 4 f)L]: (-a)<2.

Inecuatia este o inegalitate care contine una sau mai multe marimi necunoscute si care este adevarata
numai atunci cand necunoscuta/necunoscutele sunt inlocuite cu anumite numere numite solutii.

OBSERVATIE
in scrierea unei inecuatii se foloseste unul dintre semnele <, >, <, > (care indicd sensul inegalitatii) si se
precizeaza multimea in care necunoscuta/necunoscutele iau valori.

EXEMPLE: 1.X+4<9,XeN; 2.2-X-62>-8,X€ Z 3.2-X >10,X € Z.
membrul stang membﬁr}idrept

2-.X-6 > -8 ,XeZ

T \mul'gimea in care

necunoscuta necunoscuta ia valori
O solutie a unei inecuatii cu 0 necunoscuta este un numar din multimea in care necunoscuta ia valori
pentru care inegalitatea este adevarata.

A rezolva o inecuatie in multimea numerelor intregi inseamna a determina solutiile intregi ale acesteia.
Doua inecuatii care au aceeasi multime a solutiilor se numesc inecuatii echivalente.

OBSERVATII

« Daca se aduna la ambii membri ai unei inecuatii un numar intreg si se pastreaza sensul inegalitatii, se
obtine o inecuatie echivalenta cu cea initiala.

EXEMPLU: (-4)-X-2>-6]+2 < (-4)-X-2+2>(-6)+2 < (-4)-X>-4

» Daca se scade din ambii membri ai unei inecuatii un numar intreg si se pastreaza sensul inegalitatii, se
obtine o inecuatie echivalenta cu cea initiala.

EXEMPLU: 3-X+1<-5|-1 & 3-X+1-1<(-5)-1 & 3-X<-6
» Daca se inmultesc ambii membri ai unei inecuatii cu un numar intreg pozitiv si se pastreaza sensul
inegalitatii, se obtine o inecuatie echivalenta cu cea initiala.

EXEMPLU: X:10>-2]-10 & X:10-10 > (-2)-10 & X>-20
o Daca se inmultesc ambii membri ai unei inecuatii cu un numar intreg negativ si se schimba sensul
inegalitatii (< devine >, < devine 2, > devine <, 2 devine <), se obtine o inecuatie echivalentd cu cea initiala.

EXEMPLU: X:(-2)<-8]-(-2) & X:(-2)-(-2) > (-8)-(-2) & X > 16

N o6
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« Daca se impart ambii membri ai unei inecuatii de tipul ax > b, ax < b, aX < b sau ax 2 b (unde a,b € Z,
a # 0) la un numar intreg pozitiv ¢ cu proprietatea ca c este un divizor comun al numerelor |al si |b] si se
pastreaza sensul inegalitatii, se obtine o inecuatie echivalenta cu cea initiala.

EXEMPLU: 3-X < -6]:3 < 3-X:3<(-6):3 < X< -2

« Daca se impart ambii membri ai unei inecuatii de tipul ax > b, ax < b, ax < b sau ax 2 b (unde a,b € Z,
a #0) la un numar intreg negativ c cu proprietatea ca |c| este un divizor comun al numerelor [al si [b] si
se schimba sensul inegalitatii (< devine >, < devine 2, > devine <, > devine <), se obtine o inecuatie
echivalenta cu cea initiala.

EXEMPLU:  (-4)-X > -4 |:(-4) © (-4)-X:(-4) < (-4):(-4) © X < 1

Exercitii rezolvate

1. Verifica daca 3 este solutie a inecuatiei 4 - X-7>1,X € Z

Rezolvare: > ° K
Inlocuim necunoscuta X cu 3 in inecuatie. Vom obtine 4-3 -7 > 1, ceea ce este X o %O A CP Al
adevarat. Asadar, 3 este solutie a inecuatiei. + o ® 7‘”
~
2. Stabileste care dintre numerele intregi din multimea A = {-2, -1, 0} este solutie a ) c‘{\* \CI,~
inecuatiei3-X-1<-4,X € Z £ @ o5
Rezolvare: P
Inlocuim necunoscuta X in inecuatie cu fiecare dintre elementele multimii A. Vom \? i%;
obtine inegalitatile: 3-(-2) - 1 < -4 (adevarata), 3-(-1) - 1< -4 (adevaratd) si o Q ..
3-0-1s -4 (falsa). Asadar, -2 si -1 sunt solutii ale inecuatiei. b 0%
= . N , 2z
3. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile: O\Qg o 2o,
a)X+3<-3; 0 (-5) - X < -10; ) IxI <3. ° L 7,
b)(-4)-x>3;  d)(-2)-x+3>9; 8 H ¢
X
Rezolvare: N
. © Qo A
a) X+3<-3]-3& X+3-3<(-3)-3 & X< -6 Cum X € Z, obtinem 0 o
X € {.., -7,-6}. Asadar,S ={..., -7, -6}. .
b)(-4)-X>3|+4 & (-4)-X+4>3+4 & -X>7]-(-1) & (-X)-(-1)<7-(-1) & e 8 Oldz
& X<-7.Cum X € Z, obtinem X €{..., -9, -8}. Asadar, S = {..., -9, -8}. B & N
. e s
0)(-5)-X<=10]:(-5) & (-5)-X:(-5)>(-10):(-5) & X>2.CumX € Z, obtinem + 5 -
X € {3,4,5,..}. Asadar, S = {3, 4,5, ...} " € o
o N
d)(-2)-X+3>9]-3 & (-2):X+3-3>9-3 & (-2)-X>6]:(-2) Qv VP o«
& (-2)-X:(-2) < 6:(-2) X < -3. Cum X € Z, obtinem X € {.., -6, -5, -4} LR uX
Asadar, S ={..., -6, -5, -4}. \ ! 3 i
: { } 1 RO

e) Stim ca |X| reprezinta distanta de la originea axei numerelor la punctul M(x).
Daca IX| < 3, atunci OM < 3. Deducem ca, pe axa numerelor, punctul M(X) se afla

8 8 X
Co o~ o
intre punctele P(-3) si N(3) (pentru ca ON = OP = 3 si OM < 3). Asadar, X > -3 si )sx‘p 3"’8

X <3.Cum X € Z, obtinem X € {-2,-1, 0, 1, 2}. Asadar, S ={-2,-1,0, 1, 2}. X 2 T
% V}é"
p 3 0 3 N o N k
> 1
3 -2 -1 0o 1 2 3 <
RO B
U 87
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Aplic

1. Scriein caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
a) Numdrul intreg 9 este solutie a inecuatiei 18 : X <-2,x € Z. [] G
b) Multimea solutiilor inecuatiei -X >0, X € Z este A={...,-3, -2,-1}. []
¢) Multimea solutiilor inecuatiei (-2) - X > 4, X € Z este A={...,-5, -4,-3}. []

2 Verifica daca -2 este solutie a inecuatiilor:
a)(-3):X-2<7,X€Z b)5+2:-X22,X€Z C)5+X:2<-4XEZ.

3. Stabileste care dintre numerele intregi din multimea A = {-5, -4,-3, 2} sunt
solutii ale inecuatiilor:
a)2-X-5>-3,Xe€Z b)3-(X-1)-4<5XeZ oX:(-1)<s4XeZ

4. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:

l.a)X+3>8; e)5+X>4 i)7-X<8; m)X - 424
b)X+2<-2 f)2+X<-3; j)3-X2-6; n)X-6<-2;
AOx+(-5)<-1 g (-4)+X2-2 K(-2)-x>3  0)x-(2)s4
d)x+(-8)26 h) (-3) + X< 5; ) (-4) - x<-2 p) X - (-7)> -1

Il.a)X-2>8; ) X - 4<-20; e)(-6) - X > -6; g) 8X < 8;
b)X-(-3)<9; d) X - (-5) > -30; f)(-2)-x<8; h) 9x > 27.

5. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:

a)2X +1>-9; d)5X-72-2 g)7x-(-2)<16;  j)(-5) - 4x = -13;

b) 4 + 3X < 10; e)3X+(-6)<0; h) (-4)+8x>12; k)1-X>-8;

C)4X-553; f)6x +(-9)>3; i)7-2x<1; 1) (-5)-3x<7.

6. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:
a)(=1) - 2X 23X + & d)(-1)-3X>(-6)-X+8 g (-2)+3(x+1)<6-2X;

b) 5X + 4 < 7X - 6; e)2(X -2) <5X +5; h) (~4) + 4(1-X)> (-2)- (X + 5);

c)(-2) +2x<8-3x; f)3(X - 4) 22(x + 3); )9-2(x+2)<8-3(x-2).
7. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:

a)2+[3-2x+w]<17 €)6-2-[4-3X+N]2-8;

b)2 +(4X-1):5-6>-9; d)[6+2(2-X)]-(-3) +4<-20.
8. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:

a) Ixl <3; o IX| <-4 e)1-Ixl2-2 g) IX| +2<5;

b) IXI <2; d) x| +3 <4 f)-4-1xI29;  h)-3-|x|>-6.
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10. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor/
inecuatiilor in contextul numerelor intregi

Descopir @

Sandu are o suma de bani. Dupa ce primeste de la bunici 250 de lei, cumpara un
hanorac care costa 108 lei si, cu jumatate din suma ramasa, cumpara o camasa care 0
costa 165 de lei. Cati lei a avut Sandu initial?

Rezolvare:
. Reprezentam schematic datele problemei (figura 1). 5 4
+250 108  :2 4
0 w i
165

Figura 1 8

Folosim metoda mersului invers:

165 - 2 = 330; 330 + 108 = 438; 438 — 250 = 188.

Sandu a avut initial 188 de lei. 3

Il. Notam cu X suma de bani pe care a avut-o Sandu initial. Scriem si rezolvam
ecuatia asociata problemei: 7
[(x +250) - 108] : 2= 165 < (X + 250) - 108 = 165 - 2 < (X + 250) - 108 =330 <
< X+250=330+108 & X+250=438 < X=438-250 & X=188 4
Verificam solutia obtinuta in forma initiala a problemei: -
188 + 250 = 338; 338 - 108 = 230; 230 : 2 = 165.
Sandu a avut initial 188 de lei.

Invat

Etapele rezolvarii unei probleme cu ajutorul ecuatiilor
sau inecuatiilor sunt:

» citirea si intelegerea problemei;
« stabilirea necunoscutei problemei;

» transcrierea si exprimarea elementelor din enuntul
problemei in limbaj matematic (formarea ecuatiei sau
a inecuatiei);

» rezolvarea ecuatiei sau a inecuatiei obtinute;
« interpretarea solutiei/solutiilor obtinute;

» verificarea solutiei/solutiilor obtinute in
forma initiala a problemei.
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STIATI CA..?

n Marea Britanie, la

British Museum, se
gaseste un papirus

vechi de 3600 de ani,
cunoscut sub numele
de ,Papirusul Rhind”,
care contine probleme
rezolvate cu ajutorul

ecuatiilor.

BN 100

Exercitii rezolvate

1. Suma a trei numere pare consecutive este egala cu 576. Care sunt numerele?

Rezolvare:
Stabilirea necunoscutei Notam cu X cel mai mic dintre cele trei
. —>
problemei numere.
Transcrierea Si exprimarea Cele trei numere naturale pare
elementelor din enuntul —> consecutive sunt: X, X + 2 Si X + 4.
problemei in limbaj matematic X+ (X+2)+(X+4)=576

X+(X+2)+(X+4)=576 3X+6=576<

Rezolvarea ecuatiei obtinute ——= < 3x=576-6<3X=5/0<X=57/0:3<

< X=190

Interpretarea solutiei obtinute ——= Cele trei numere cautate sunt 190, 192 si

194.

Verificarea solutiei obtinute ~ ——= 190, 192 si 194 sunt numere pare

consecutive si 190 + 192 + 194 = 576

2. Intr-un bazin sunt 100 | de apa, iar in altul sunt 360 | de apa. in fiecare minut, cele

doua bazine acumuleaza fiecare cate 10 | de apa. Peste cate minute in cel de-al
doilea bazin va fi o cantitate de apa de 3 ori mai mare decat in primul bazin?

Rezolvare:

Notam cu X numarul de minute care vor trece pana cand in cel de-al doilea bazin
va fi o cantitate de apa de 3 ori mai mare decat in primul bazin. In X minute, in
fiecare bazin se acumuleaza 10 - X litri de apa. Peste X minute, in primul bazin vor
fi100 + 10X litri de apa, iar in al doilea bazin vor fi 360 + 10 X litri de apa.

Cum in cel de-al doilea bazin va fi o cantitate de apa de 3 ori mai mare decat in
primul bazin, obtinem ecuatia: 3 - (100 + 10X) = 360 + 10X.

3-(100 +10X) = 360 + 10X < 300 + 30X = 360 + 10X < 30X - 10X = 360 - 300 <
< 20X=60X=60:20X=3

Peste 3 minute in cel de-al doilea bazin va fi o cantitate de apa de 3 ori mai mare
decat in primul bazin.

Verificarea solutiei obtinute in forma initiala a problemei:

Peste 3 minute, in primul bazin vor fi 100 +3-10 = 130, iarin cel de-al doilea vor
fi360 +3-10 = 390 . Cum 130 - 3 = 390, ipoteza problemei este verificata.

. Daca marim un numar intreg de doua ori, iar din rezultat scadem 14, obtinem un

numar intreg mai mic decat 20. Ce valori poate avea numarul care verifica
conditia?

Rezolvare:

Notand cu X numarul intreg cautat, obtinem inecuatia 2 - X - 14 < 20.
2-X-14<20 © 2-X<20+14 © 2-X<34 & X<34:2 & X<1I.

Asadar, X € {..., 14, 15, 16}.
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Aplic

. Suma dintre un numar intreg si dublul sau este egala cu 276. Determina numarul.
. Determina numarul natural mai mic cu 24 decat triplul sau.

Diferenta dintre triplul unui numar intreg si numarul respectiv este egala cu 60.
Determina numarul.

. Suma dintre un numar intreg si 12 este egala cu -9. Determina numarul.

5. Suma dintre un numar intreg si 25 este mai mica decat 3. Ce valori poate avea acel

numar?

. Produsul dintre un numar intreg si -5 este mai mare decat 15. Ce valori poate

avea acel numar?

Ce numere intregi putem scadea din 2023 pentru a obtine un numar intreg mai
mic sau egal decat 2000?

. Determina cele trei numere naturale consecutive a caror suma este egala cu 438.

9. Suma a doua numere naturale pare consecutive este egala cu 494. Care sunt

10.

1.

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

numerele?

Determina cele patru numere naturale impare consecutive a caror suma este
egala cu 504.

Suma a trei numere naturale consecutive este mai mica decat 18. Care sunt
numerele?

Determina cinci numere naturale consecutive, stiind ca suma dintre cel mai mic
si cel mai mare este egala cu 70.

Adunand un numar intreg cu 246 obtinem acelasi rezultat ca atunci cand il
inmultim cu 3. Determina numarul.

Determina un numar intreg, stiind ca inmultindu-1 cu 5 obtinem acelasi rezultat
ca atunci cand scadem 40 din el.

Determina un numar intreg, stiind ca impartindu- la 8 obtinem media aritmetica
a numerelor 25 si 17.

Diferenta a doua numere intregi este egala cu 20, iar unul dintre numere este 4.
Care este celalalt numar? Studiaza toate cazurile posibile.

Diferenta dintre un numar intreg si 10 este mai mare decat suma dintre dublul
numarului si 4. Ce valori are numarul intreg?

Determina masura unui unghi, stiind ca:
a) este de cinci ori mai mica decat masura complementului sau;
b) este de patru ori mai mare decat masura suplementului sau;
c) este cu 30° mai mare decat masura complementului sau;

d) suma dintre masura complementului si masura suplementului sdu este egala
cu 160°;

e) diferenta dintre masura unghiului si masura complementului acestuia este
egala cu 24°.
Pe doua rafturi sunt asezate acelasi numar de carti. Daca am muta 12 carti de pe
primul raft pe al doilea raft, atunci, pe acesta din urma ar fi de trei ori mai multe
carti decat pe celalalt raft. Determina numarul de carti de pe fiecare raft.

PORTOFOLIU

Compune si rezolva
probleme cu ajutorul
ecuatiilor pe baza
schemelor de mai jos!

Pastreaza problemele
rezolvate in
portofoliul tau.

A.

76 lei
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; % v - et A 20. Intr-un sac sun.t d.e tre.i ori mai mul’gi cat.“toﬁ dec.ét in alt Asac. I?upajl ce §evvér3d
; R 12 kg de cartofi din primul sac si 2 kg din al doilea sac, in cei doi saci raman
' cantitati egale de cartofi. Cate kilograme de cartofi au fost la inceput in fiecare

dintre saci?

21. La o festivitate de premiere, un copil a primit 4 carti, iar fiecare dintre ceilalti a
primit 5 carti. Daca s-au dat 99 de carti, cati copii au fost premiati?

22. Andra a organizat o excursie. Pentru inchirierea unui autocar a platit 300 de
euro, iar cazarea pentru fiecare persoana a fost 70 de euro. Cate persoane au
fost in excursie, daca Andra a platit 3100 de euro?

23. La o cantina au fost aduse 40 de lazi cu fructe, care cantaresc impreuna 1000 kg.
Stiind ca o lada goala cantareste 2 kg si toate lazile contin aceeasi cantitate de
fructe, determina cate kg de fructe sunt intr-o lada.

24, Alin are 12 ani, iar tatal lui are 40 de ani. Peste cati ani varsta tatalui va fi de trei
ori mai mare decat varsta fiului?

25. Bogdana are 17 ani, iar mama ei are 47 de ani. Cu cati ani in urma varsta mamei
era de patru ori mai mare decat varsta fiicei?

: 26. Tatal, mama si fiul au impreuna 89 de ani. Peste cati ani vor avea impreuna
101 ani?

27. Un tata cu varsta de 40 de ani are trei copii cu varstele de 8, 11 si 13 ani. Peste
cati ani varsta tatalui va fi egala cu suma varstelor copiilor sai?

28. Dupa ce a cumparat o carte cu 25 de lei si doua caiete de acelasi tip, Anei i-au
ramas 16 lei. Stiind ca Ana a avut 53 de lei, determina pretul platit de Ana pentru
un caiet.

29. M-am gandit la un numar, l-am adunat cu 20, am inmultit rezultatul cu 2, din
noul rezultat am scazut 18 si apoi am impartit la 5. Am obtinut rezultatul 12. La
ce numar m-am gandit?

30. M-am gandit la un numar. Din el am scazut 4, rezultatul l-am inmultit cu 3, din
noul rezultat am scazut 2 si am obtinut numarul la care m-am gandit. La ce
numar m-am gandit?

31. La prima statie a unui autobuz au coborat 3 calatori si au urcat 12, la a doua
statie au coborat 4 si au urcat 8, iar la a treia statie au coborat 5 si au urcat
9 calatori. Determina numarul de calatori care au urcat in autobuz la statia de
plecare, stiind ca, la plecarea din cea de-a treia statie, in autobuz erau 24 de
calatori.

INDICATIE: 32. La un concurs s-au propus spre rezolvare 30 de probleme. Pentru fiecare
problema rezolvata corect se acorda 5 puncte, iar pentru fiecare problema
nerezolvata sau rezolvata incorect se scad 2 puncte. Cate probleme a rezolvat
corect un concurent care a obtinut 129 de puncte?

Se noteaza cu X
numarul problemelor
rezolvate corect. Astfel,

numarul problemelor 33. Participand la un concurs de tras la tinta, Andrei a realizat 25 de lovituri. Pentru
rezolvate incorect fiecare lovitura reusita se obtin 8 puncte, iar pentru fiecare ratare se pierd
sau nerezolvate este 3 puncte. Cate lovituri trebuie sa reuseasca Andrei pentru a obtine minim 167 de
30 - X. puncte?

34. Compune o problema care sa se rezolve prin ecuatia:
a)2X + 6 =78; b)[(x+5)-2]:3=7.
N 102
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Exercitii recapitulative

1. Calculeazaa+b,(a+b)-c,a+c+d,e-f+de-(f+d),a-(b+d),stind ca:
a=8-(-13)+5b=(-6)-3+7,c=(-16) + 4 - (-4),d = [-8] - [5] - 2,
e=(-1-21)+3-(-I-71),f=(-2) - (-1-2-3) + 5.

2. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate:

a) (-6)% - (-6)1° - (-6)2 = (-6)H = 61 ; d) (-8)10- (-4)B - (-32)3 =2, g) (-36)6 - (-6)% - (-6)% = 61 ;
b)10™-103: 10" = 101; e)37-(-3)6-(-9)2=31; h) (25)6 : (23) - (42)3 = 2L,
€) (-9)2 - (-3)2- (-27)2 = 3L; f) 254 - (=5): (-125)3 = (-5);

3. Ordoneaza descrescator numerele q, b, ¢, d si e, unde:
a=(8-15)-[23-(13-16)] - (14 - 20),
b=9-{2-[1-(3-5)]},
c=[(-15)+27]-2+{32-[(10 - 12) : 2] - [(- 5) + 1] - 3},
d={13+[(-7)+@2-3)-5]: -2} -{(-5) + [16 + (12 - 18) : (-3)] - (-1)},
e=2-{¢-1D-[(-2)+10: 2] : 7} +[(-1) + 3] - (-2).
4. Reprezinta pe axa numerelor numerele intregi q, b, ¢, d, e, unde:
a=(-2):[(-1B+(-2)?+2°], d={(-2)% - [(-2)° - (-4)8] : (-2)} : (- 12?),
b=[-7%:(-7)3-2-(-5) - (-2)3, e=[(-9)"-(-3)"- (-27)] : (-3)7" + (125% - 253) : 56 - 1.
=3P (-27)°0 - [(-4)*] : (-8)*: 2,
5. Se considera multimile A={-7,-2,-1,3,4,8,10}, B={X [ X€ A, X< 0}, C={X | XA [XI =x},D={X| X € A,
IXI=-x}, E={X| X €A, IX| <3}, F={X | X €A, IX] > 4}. Determina elementele multimilor B, C, D, E, si F.
6. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a)2-X=2X-1, ) 4(3-X) +3(x -5)=-5; e)3-4-[3+2-(5-X)]=-41;

b) 2X + 5= 6X - 11; d)2-(X+4)-5(2+X)=3+2x; f)(-3)-[7-5(1+Xx)] + 23 =-13,
7. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:

a)1+X<2X-3; Q)22 +X)-(x-3)>-2 e)2-3-[1-2-Q2+2X)]>-1;

b)4X+22X-7; d) (-1) + X - 3(1 + 2X) < 3 + 2X; f)(-2)-[4-(1+3x)] -5<-17.

8. Adunand un numar cu -9 obtinem acelasi rezultat ca atunci cand il inmultim cu 4. Determina numarul.

9. Dupa ce a cumparat un stilou cu 42 de lei si patru pixuri de acelasi tip, Mariei i-au ramas 22 de lei. Stiind ca
Maria a avut 100 de lei, determina pretul unui pix cumparat de aceasta.

10. Aura are 12 ani. Peste doi ani, varsta mamei ei va fi de trei ori mai mare decat varsta Aurei.
a) Determina varsta actuala a mamei Aurei.
b) Peste cati ani varsta Aurei va fi de doua ori mai mica decat varsta mamei?
¢) Cu cati ani in urma varsta mamei era de cinci ori mai mare decat varsta Aurei?

11. La un magazin s-au adus mere si piersici in cantitati egale. Dupa ce s-au vandut 96 kg de mere si 78 kg de
piersici, cantitatea de piersici ramasa este de doua ori mai mare decat cantitatea de mere ramasa. Cate
kilograme de mere s-au adus?

12. La o papetdrie s-au adus 215 pixuri si 327 de stilouri. In prima zi s-a vandut acelasi numar de pixuri si de
stilouri si au ramas de trei ori mai putine pixuri decat stilouri. Cate stilouri s-au vandut in prima zi?

13. Dan trebuie sa citeasca o carte de 256 de pagini. Determina numarul de pagini citite de Dan, stiind ca numarul
paginilor ramase este de trei ori mai mare decat numarul paginilor citite.
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Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute

Subiectul |
15 puncte

(5p.)

(5p.)

(5p.)

20 puncte
(5p.)
(5p.)
(5p.)
(5p.)

5 puncte

Subiectul al II-lea

Se acorda 10 puncte din oficiu.
40 puncte

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corecta o singurd variantd de raspuns.

A. Suma numerelor intregi -5 i 8 este:
a)-13; b)-3; 013 d)3.
B. Dintre numerele -7, -8, -3, -5, mai mare este:
a)-7; b)-8 ¢)-3; d)-5.
C. Solutia ecuatiei (-2) - X = 18, X € Z este:
a)20; b)-9; )9  d)16.
2. Scrie pe foaie numai rezultatele.
A.Daca a =5, atunci |a| este egal cu ....
B. Rezultatul calculului 2 - 32 este ...
C. Dintre numerele intregi a = (-2)* si b = (-2)°, mai mic este ... .
D. Multimea solutiilor inecuatiei2 - X < -5,X € Z, este ....

3. Scrie pe foaie litera corespunzatoare raspunsului corect.
Afirmatia ,Diferenta oricaror doua numere naturale este numar natural.” este:

a) adevarata; b) falsa.

50 puncte

Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Calculeaza {[(-2) - 3 - (-4) - 5] : (-7)} - 3 + 20.
10 puncte 2. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatia
2-[2x-4):3-1+5=-1.
10 puncte 3. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatia
32-%-(x+1)>-2x-3.
20 puncte 4. Auraare 17 ani. Peste trei ani, suma varstelor Aurei si mamei sale va fi egala cu 69 de ani.
(10 p.) A. Determina varsta actuala a mamei Aurei.
(10p.) B. Peste cati ani varsta mamei va fi de doua ori mai mare decat varsta Aurei?
Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de Tnvatare din aceasta unitate.

LA SFAR$ITUL ACESTEI UNITA'[I:

5 foarte bine 4bine 3 mediu 2slab  1foarte slab

Pot sa efectuez calcule cu numere intregi.

Pot sa aplic regulile de calcul cu puteriin Z.

Pot sa formulez si sa rezolv probleme folosind ecuatii cu

numere intregi.
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UNITATEA 4 Multimea numerelor rationale

1. Numar rational. Multimea numerelor rationale.
Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor,
opusul unui numar rational. Modulul unui numar
rational. Compararea si ordonarea numerelor rationale

Descopar
1. Cum se numesc numerele 2, g $12,3?
2. Marcheaza pe axa numerelor punctele A(2), B(%) si C(2,3).

3. Marcheaza pe axa numerelor, in stanga punctului O, punctele M, N si P astfel incat
OM = OA, ON = OB si OP = OC. Care sunt coordonatele punctelor M, N si P?

4. Folosind reprezentarea pe axa numerelor realizata la punctele 2 si 3, ordoneaza
crescator coordonatele punctelor A, B, C, M, N si P.

imdt @

Numar rational. Multimea numerelor rationale

Pe axa numerelor, incepand de la origine, spre stanga si spre dreapta acesteia, impartim in cinci parti de
aceeasi lungime segmente consecutive egale cu unitatea de masura. Daca numaram, incepand de la origine
spre dreapta (in sens pozitiv), sase dintre acestea, obtinem punctul prin care se reprezinta numarul rational

pozitiv é, iar dacd numdram, incepand de la origine spre stanga (in sens negativ), sase dintre acestea,

obtinem punctul prin care se reprezinta numarul _Q’ pe care il vom numi numar rational negativ (figura 1).

0
® ® >
-2 6 0 16 2
5 5
Figura 1
ATENTIE! Astfel, am asociat unui numar rational pozitiv un numar rational negativ, care se
Numirul rational% reprezinta pe axa numerelor printr-un punct aflat in stanga originii acesteia, la

aceeasi distanta fata de origine ca si punctul prin care se reprezinta numarul

poate fi scris sub i "
rational pozitiv.

forma 4,5, iar numarul

rational _g poate fi Cum g si 1,2 reprezinta forme diferite de scriere ale aceluiasi numar rational
scris sub forma -4,5. pozitiv ( g =1,2), —g si -1,2 reprezinta forme diferite de scriere ale aceluiasi numar
rational negativ (figura 2).

10 20 50 A

8" 16' 40 "ePrezinta I
numarul rational %, iar

10 _20_50 o -2 -1 0

8’ 16" 40 reprezinta
numarul rational —%. _18 24

15 20
Figura 2
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Multimea numerelor rationale se noteaza cu Q. Q_={xIxeQ,x<0}

Multimea numerelor rationale negative se noteaza cu Q_, iar multlmea numerelor Q,={X1Xxe€Q,x>0}

rationale pozitive se noteaza cu@.. Q' =Q \{o}
Multimea numerelor rationale nenule se Q.uQ,uit=Q
noteaza cu@Q".

A..?
OBSERVATI! STIATI CA..

Notatia Q pentru
multimea numerelor
rationale provine din

1. 0 este numar rational, dar nu este nici
pozitiv, nici negativ.

2. Orice numar intreg este numar rational (N c Z c Q). limba francez, de la
Exemple de numere rationale: 3;- 2; 0;-9;7;12;0,(2);-9,2(5) ; ~8,45;2,32(456). SOTENIUL G = G

(rezultat al unui raport).
Q={FImnezn=0}
Reprezentarea numerelor ra;ionale pe axa numerelor

Oricarui numar rational ii corespunde pe axa numerelor un punct. Vom spune ca numarul este coordonata
punctului respectiv.

EXEMPLE:

1.1n figura 3, punctul M are coordonata g, iar punctul N are coordonata £ R Scriem M(—%) N(%)
M 0 N
s ® >
-1 _2 0 1 7 2
5 5

Figura 3

2.1n figura 4, punctul P are coordonata -14, iar punctul S are coordonata 1,7. Scriem P(-1,4), S(1,7).

P 0 S
® >
-2 =14 =1 0 1 1,7 2
Figura &

Opusul unui numar rational

D C 0 A B
........ | OO OO OO O OO *—o—o—0—0—0— —o—o - =
-2 -12 -1 L 0 7 112 2
0 10
Figura 5

Punctele A(10) Si C( 10) respectiv, B(1,2) si D(-1,2) din figura 5 sunt simetrice fata de origine. in acest caz,
0 i —%, respectiv 1,2 si -1,2 sunt numere rationale opuse.

Numerele rationale opuse se reprezinta pe axa numerelor prin puncte simetrice fata de originea acesteia.

spunem ca numerele 1— S
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EXEMPLE:
1. Numerele rationale % si —% sunt numere opuse. 4. Opusul numarului rational -3, (6) este 3,(6).
2. Numerele rationale 6,25 si -6,25 sunt numere opuse. 5. Opusul numarului rational —% este %

3. Opusul numarului rational 5,1(2) este -5,1(2).

OBSERVATIE EXEMPLE:

Daca X este numar rational nenul, atunci X si -X sunt numere rationale opuse, 1. -(-354) = 3 54
opusul numarului rational nenul X este -X, iar opusul numarului rational -X este X. 5 - ( 7 ) 7
Astfel, -(-X) = X, pentru oricare numar rational nenul X. '

4) "4

Modulul unui numar rational

Distanta de la originea axei numerelor la punctul prin care este reprezentat un numar rational X pe axa
numerelor se numeste modulul numarului rational X. Se noteaza |XI.

EXEMPLE:

1. Modulul numarului —% este egal cu distanta de la punctul O la punctul M(—%), deci |—§ = % (figura 6).

2. Modulul numarului g este egal cu distanta de la punctul O la punctul N(%), deci |§| = % (figura 6).

o Bl
M 130 3 N
® ® >
-2 -1.2 0 1 4 2
3 3
Figura 6
— 29 _ - () )E 2| 29 |_§ =3
3l420=42  wl-02s=025 s 2= e |33
OBSERVATII
1. Modulul unui numar rational pozitiv este egal cu acel numar, iar modulul unui Daca X € , atunci
numar rational negativ este egal cu opusul acelui numar. -X, dacaX<0
IX] =3 0,dacax=0

2. Modulul oricarui numar rational nenul este numar rational pozitiv.
. .. X, daca X >0
IX| > 0, pentru oricare numar rational nenul X

3. Numerele opuse au acelasi modul.

IX| = [-xI, pentru oricare numar rational nenul X

Compararea numerelor rationale

Pe axa numerelor, dintre doua numere rationale diferite, cel mai mare este reprezentat in dreapta celui

mai mic.

EXEMPLE:

1.-2,5 < -1,7 (Punctul B(-1,7) se afla pe axa numerelor in dreapta punctului A(-2,5).)
A B 0
. ® >

-3 -25 -2 =17 -1 0
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2. i (Punctul C(—2> se afla pe axa numerelor in dreapta punctului D(—n).)
8”4 8 0
D C 0
- ® >
-3 _h -2 ~9 -1 0
4 8
2 5 . - :
3.-3>-2 (Punctul E -3 ) se afld pe axa numerelor in dreapta punctului F(-2).)
F E 0
—_—— >
-2 .2 -1 0
3

G 0 H
® *>
-1 -0,5 0 1
OBSERVATII
1. Dintre doua numere rationale pozitive este mai mare cel care are modulul mai mare.
EXEMPLE: 5 EE
1,7 < 1,74 250 7> 3
1,7>0 7 T
. 2 5,2
1 LA>0 5=1,7<174 170 <174 2. 3>0 ¢=>3>3 1 15 14
11,71 < 11,74] 1 5| 21" 2
3-8 f
1=1,7=7,0<4 15 > 14
2. Dintre doua numere rationale negative este mai mare cel care are modulul mai mic.
EXEMPLE: ;
=Lz 0
-2,8<0 3
1 -12<0 o -28<-12; 2 -g<o to-I.0
1-2,8] > -1,2] 7|, |1
4-1
-2,8<-12 _%<_n
Tbg,chimp%nlsensul /]\b schimbam sensul
|-2,8] > [-12| negalitatii 7|, |_m|  inegalitatii
|'3| T|_ 6
2,8>12 7,1
3 6
2>1 T
N 2 14 > n
3. Orice numar rational negativ este mai mic decat orice 6 ? 6
numar rayonal_p;oszl;ug. 14> 11
EXEMPLU: 7 0 )= 251
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Multimea numerelor rationale

STIATI CA..?

« Scrierea unei fractii
prin utilizarea unei
linii orizontale intre
numarator si numitor
a fost utilizata pentru
prima oara in lumea
araba.

« |ldeea de a da
unei fractii zecimale
0 reprezentare cu
virgula apartine
matematicianului
persan Al-Kashi.

1n 1427, Al-Kashi
defineste in lucrarea
sa, Cheia secolului,
fractiile zecimale si
propune o notatie
pentru acestea,
stabilind regulile
de calcul.

N 110

Exercitii rezolvate

1 Seconsiderémul;imeaA={ 1,5;2;0,3; 17,‘;’, 2 %

ANZ,ANN,ANQ_ANQ,A\NA\Z

% %}.Determinémul’;imile:

Rezolvare:
ANZ={2-2), AnQ,={20317.3 3},

_ _ 3.,..3.5.1
ADN—{Z}, A\N_{ 15037177727 21 10!21 5}1
_ 3.1 _ 3.3.5. 1

AnQ_—{15 -2;- 10 5} A\Z-{150317,2, 107 2 5}.
2. Compara numerele rationale -ﬁ si -0,8.

Rezolvare:
Metoda 1 Metoda 2

2)

8 _16
7085 08= 70 20
20 20 08:»—%< -0,8 1020 ;g>os: ﬁ< 0,8
0,85>0,8 17,16

20 20

3. Scrie numerele rationale -1,5; -3,(5) si -0,1(6) sub forma —%, unde m,n € N* si

% este fractie ordinara ireductibila.

Rezolvare:
Numerele rationale -1,5; -3,(5); -0,1(6) sunt opusele numerelor rationale pozitive
1,5; 3,(5); 0,1(6).

_ 1553 _35-3_32 _16-1_15"_1 q5=3
Cum 1,5 = 10 = ,3(5)——9 = 9,0,1(6)——90 %0 —6,obt|nem 1,5 = >
-3,5) =% 2, -0,1(6) =
4, Determina valorlle numarului natural n pentru care:
12 n+5 . 8n+4
)n+4€N b)n+zeN, C)5n+2€N
Rezc%lzvare:
A zENe(n+4)| 12

Cum n este numar natural, n + &4 > 4. Divizorii lui 12 mai mari sau egali decat & sunt:
4,6 si12. Obtinem n + 4 € {4, 6, 12}. Rezolvand in N ecuatiile n + 4 =4,n + 4 = 6 si
n +4=12, obtinemn €0, 2, 8}.

D) 22N e (n+2)](n+5)

Deoarece (n +2) | (n +2), pentru oricare numar natural n, obtinem
(n+2)[[(n+5)-(n+2)], ceea ce e echivalent cu (n +2) | 3.

Cum n este numar natural, n + 2 > 2. Singurul divizor al lui 3 mai mare sau egal
decat 2 este 3. Obtinemn +2=3,decin=1.

8n+4
C)5n+2

Deoarece (5n +2) | (5n +2), pentru oricare numar natural n, obtinem

(5n +2) | [5(8n + 4) - 8(5n +2)], ceea ce e echivalent cu (5n +2) | 4.

Cum n este numar natural, 5n + 2 > 2. Divizorii lui &4 mai mari sau egali decat 2 sunt
2 si 4. Obtinem 5n +2 € {2, 4}. Rezolvand in N ecuatiile 5n +2 =2 5i 5n +2 = 4,
obtinem n =0.

eNe (5n+2)|(8n+4).
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UNITATEA 4

Aplic

1. Tabelul de mai jos cuprinde temperaturile medii lunare inregistrate pe parcursul
unui an.

Luna

lanuarie
Februarie
Martie
Aprilie
Mai

lunie

lulie
August
Septembrie
Octombrie
Noiembrie
Decembrie

Tem?fé;“t”ra -8,02 -65 -02 155 19 258 285 2991 223 15 1015 -2

a)in ce lund a anului a fost inregistrata cea mai mica temperatura medie?
Dar cea mai mare?

b) Care sunt lunile in care au fost inregistrate temperaturi medii
mai mici decat -5°C?

¢) Scrie lunile anului in ordinea descrescatoare a temperaturilor

DRl
......

medii inregistrate. A,

. Scrie doua numere:

a) naturale; c) rationale, dar nu intregi; e) intregi negative;

b) intregi; d) rationale pozitive; f) rationale, dar nu naturale.
. Transcrie si completeaza tabelul de mai jos.
Numérul % -5 015 -13 -5 -15(23)
Opusul - 2 -09 18 2 20
Modulul
. Scrie trei elemente din fiecare multime:
aQ\z A0Z\N, e)QNN;
b)Q n Z; dznN,; flQ, \ N.
. Determina coordonatele punctelor A, B, C, D, E, F, G si H din figura 7:
A B C 0D E F G H
= = = = — C———
-2 -1 0 1 2 3

Figura7

. Scriein caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.

a)-9eQ;[] g I-131e ;]
b)10 ¢ Q; ] h-$ez 0
ogQ\ zL] )1,23eznQ ;]
d) —gzez;D i)1-13| e z; L]
e)%gN;D kloez\N; L]
f) —g‘* eq.;O )12(5) e Q.

STIATI CA..?

« Cel care a introdus
fractiile zecimale in
Europa (sec. XVI) si a
subliniat importanta
practica a utilizarii
acestora a fost
matematicianul si
inginerul flamand
Simon Stevin.

Notatia utilizata de
Stevin este greoaie - in
locul virgulei, acesta
folosea un zero
incercuit, iar fiecare
zecimald era
numerotata. in scrierea
sa, fractia zecimala
12,761 este
120706103

« In tarile in care limba
oficiala este engleza
(Anglia, SUA, Canada
etc.), in scrierea
fractiilor zecimale, in
loc de virgula se
foloseste punct.
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? w 7
4w ©
' °

|
(o)

0 & =
ﬁs

‘ o)

X

)

,—Q‘ x-\
& ofo

7. Se consider multimea A= {5 ;-2;0,3;2); 0;-5,-18;14;-8;102, -4 .
Determina multimile:
aAANN, dANQ5 9An@\ 2);
b)Anz; e)An(Z\N), h)An(@ \ N);
O0ANQ; fJAnQ, NANQ.

8 Completeaza casetele cu unul dintre semnele < sau >, pentru a obtine 0
propozitii adevarate:

a)12 L1 27; e)0 L] -14 i) |-1,24] L1 -1,3;
b)-2,3 [ - 2,51; f)-1 0] -1,32 i) 1-21 LI [-2,51;
c)-3,431 L] 34 g)-17 L1 -2 k) 1-1,52] L1 [-1,51];
d)-2,5 L1 -251; h)-0,2 L] -1 ) 1-11 1,2,

9. Scrie ca fractii ordinare ireductibile urmatoarele fractii zecimale:
a) 0,25; 3,4; 1,232; b) 1,(6); 1,(36); 0,(225); ) 1,1(6); 0,8(63); 2,33(63); 1,02(6).
10. Scrie numerele rationale -2,225; -0,4(21); -1,6(2); -1,5(72); -6,(5); -0,(02) si
-3,07(3) sub forma —%, unde m,n € N”si % este fractie ordinara ireductibila.

11. Scrie cate trei reprezentanti pentru fiecare dintre numerele rationale:

31,2, - 2,3); -5 0.24); ~11(23); 275; -0, (56); ~0,00(8).
12. Compara numerele rationale:
2.5, 27, N34
23513 e)55i3g; g5
S 1. D2 A S
b) -5 i =g f-35-7; =755
8.8 2 7. 7).
O5si7; 935 257 0|25 [5];
1.8, 1 8. i |
d)-gsi-5; h) 135 150 l)|3 273
13. Completeaza casetele cu numere intregi consecutive pentru a obtine propozitii
adevarate:
a)l <24 <[] c)[1<-0,2(5) <[]; e)D<—§<D;
b)[J<-52<[]; d)D<%<|:|; f)D<—$<|:|.
14. Scrie in caseta numarul mai mare:
a)gsi01; 0] 0-3si-12;0 e)135i1.25; ]
b)-Zsi-0,5; 0] d)-135i -5 0] f-0,3)si-£.0]

15. a) Scrie doua numere rationale cuprinse intre 4 si 5.
b) Scrie doua numere rationale cuprinse intre -3 si -2.

c) Scrie numerele rationale care au modulul egal cu %

d) Scrie doua numere rationale care au modulul mai mic decat 1,5.

e) Scrie doua numere rationale negative care au modulul mai mare decat %
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16. Reprezinta pe axa numerelor:

152912 04 <17-0.6: 1 =18 =03 ) 10. 08 -2.163.4. 14, 5. _44.
a) 1151 21 1721 0147 1171 0161 1] 1781 0131 C) 4 ’ 0187 51 1761 21 1] 201 50) 1111
_4.2...7..1. 7.8, ,.6. 2,.3.,..5.10, 5.8 89
b) 3}3!1131 3! 3!3} 2131 d)3l 4!11 61 81 12}241 31 6'
17. Ordoneaza crescator urmatoarele seturi de numere rationale:
5..2..8. 1 -0.(1): 011 0111: .
a)-2;-2-8. -1 ¢) 0,1; 0,(1); 0,11; 0,111; 0,011;
2, 9. 17.8, 25 9(51) <2(5) -2 5(1): -
b) 55 -307 "20° 107 d) -2,5; -2,(51); -2,(5); -2,5(1); -2,51.
18. Ordoneaza descrescator urmatoarele seturi de numere rationale:
1..5..1..3._10, 34 34 <3 bl -3 Lilyly: 3
a) _g' L' 2" 16’ C) 3.4 31(4)1 3,4k, =3,444; -3,
1.7..1.5 1 H(3) . 939- 23(9)
b) 21 12] 4] 6] 31 d) 21(3)1 21(32)1 27321 213(2)7 213'
19. Se considera multimea A = {—11;—3; %; ?; -5,6; 6; -6,(2); —0,3;—%;2; %5; l;.)—g}

Determina multimile B={X | Xxe AnN},C={X | X€A,IX| =X},D={X | x €A, IX] <5},
E={X|XeA2<|X| <4}

20. a) Determina a 2023-a zecimala a numarului %
b) Calculeaza suma primelor 100 de zecimale ale numarului _,%
21. Determina valorile numarului natural n pentru care:
a)%eN; c)2n1§3eN; e)Zi%eN; g)ggjer\l*.
15 . 24 X, 6n + 4 .
b)n+1eN, d)2n_1eN, f)2n_3eN,n22,
Portofoliu

1. Reprodu pe o foaie de matematica patratul alaturat (inclusiv
liniile din interior).

2.1n patratul desenat de tine realizeaza un desen, folosind numai
linii verticale si orizontale care se suprapun pe liniatura acestuia.

3. Coloreaza desenul realizat in cel putin patru culori diferite.

4. Pentru fiecare culoare pe care ai folosit-o scrie o fractie care arata
ce parte din intreg reprezinta suprafata colorata cu aceasta
(intregul este patratul initial).

5. Pentru fiecare dintre numerele rationale scrise la punctul 4 scrie
inca trei reprezentanti si precizeaza cum i-ai obtinut.

6. Scrie opusele numerelor rationale scrise la punctul 4 si
ordoneaza-le crescator.

Adauga totul la portofoliul tau.

13 -
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2. Adunarea numerelor rationale. Proprietati.
Scaderea numerelor rationale

Descopar

Intr-o zi, temperatura aerului la ora 7 a fost -1,3°C. Pana la ora 16, temperatura
a crescut cu 2,7°C, iar de la ora 16 pana la ora 23 a scazut cu 2,6°C.

a) Ce temperatura a fost inregistrata la ora 16 n acea zi? Dar la ora 23?

b) Cu cate grade este mai mare temperatura de la ora 23 decat temperatura de la ora 72
Observatie

a) Pentru a calcula (-1,3) + 2,7 reprezentam pe axa numerelor numerele rationale
-1,3si2,7, apoi le punem in evidenta prin sageti care pornesc din dreptul punctului
0 si au varfurile in dreptul punctelor de pe axa prin care se reprezinta numerele
-1,3 si, respectiv, 2,7. O sageata identica cu sageata care indica numarul 2,7 se asaza
incepand din varful sagetii care indica numarul -1,3. Varful acesteia va fi in dreptul
punctului prin care e reprezentat pe axa numerelor numarul 1,4.

Asadar, (-1,3) + 2,7 = 1,4 (figura 1).

0 i
- >
-2 =13 -1 0 1 14 2 2,7 3

it @ @

Adunarea numerelor rationale

Figura 1

Prin adunarea numerelor rationale a si b se obtine un numar rational, notat a + b, numit suma numerelor
rationale a si b. Numerele a si b se numesc termenii sumei.

» Pentru a aduna doua numere rationale, ambele pozitive sau ambele negative, adunam modulele celor
doua numere, iar la rezultat punem semnul comun al celor doua numere.

EXEMPLE:

S O A Y O B B

14787687 %8788 &

( 30) (_%>=_(| 1o| |25|> (10 25)' (;3 5%)“%
3.(-1,8) + (-3,25) = -(|-1,8] + |-3,25]) = (1,8 + 3,25) = -5,05;

e (o= (aste ) - oY o B9 () - (B ¥+

» Pentru a aduna doua numere rationale, unul pozitiv si unul negativ, procedam astfel:

- calculam modulele celor doua numere;
- din modulul mai mare scadem modulul mai mic;
- la rezultat punem semnul numarului al carui modul este mai mare.

N 14
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EXEMPLE:
5\, 4
1(-3) * 15
4 5.25.4_8 5\, 4
com [-3] =2 [f5] =751 2> 45 G = 305175 = 35 suma () + 5 va avea semnul

5\, Ao (1.5 1] - (s f’i)_ (éﬁ) 7
A$adar’< 6>+15_ (| 6| |15|>' ( 6 15 30 30/ 730
2.3,24 + (-1,6)
Cum |3,24| = 3,24; |-1,6] = 1,6 Si 3,24 > 1,6, suma 3,24 + (-1,6) va avea semnul ,+".
Asadar, 3,24 + (~1,6) = |3,24| - |-1,6] = 3,24 - 1,6 = 1,64.

3.2,(6) + (%)

3 _26—2_&“@ 25/ _.25.:8,258_32 25
Cum [2,(6)| =2,(6) = =5 3| l° 2$|3 12(3 12) suma 2,(6) + (12>vaaveasemnul,,+.
25_8 25_32 25_7
2,6+ (-3) - |2(6)|—| -2,0)-2-8-2.2.B. 7

OBSERVATIE

Suma a doua numere rationale scrise sub forma % (m € Z,n € N') se poate face si astfel: se aduc termenii
la acelasi numitor si se aduna numaratorii folosind regulile de adunare a numerelor intregi. Numitorul
sumei este numitorul comun al celor doua fractii.

EXEMPLE:
69 (5’7> 12 (.35)_12+(-35)_ 23.
L5+~ 18 %*('%) 90 - 90’

(4)- (1) (8)- ()22 5

Proprietatile adunarii numerelor rationale

o Adunarea numerelor rationale este comutativa (suma a ~ EXEMPLE:
doud numere rationale nu se modificd daca schimbam 4 5, (_&) - (-&) .

locul termenilor): 2. :1 5) +52 4= 22 N (_l;’5)

a+b=b +a, pentru oricare numere rationale a si b.

o Adunarea numerelor rayonale este asociativa (SU ma a trel EXEMPLE:

numere rationale nu se modifica daca grupam termenii in 1 N 11 M /1 1
moduri diferite): 5% [(3) +§] B [T (_§>] t5
. 2 1
(a+b)+c=a+(b+c), pentru oricare numere 5 6
rationale a, b si . = &

2.(-0,2) +[1+(-2,5)]=[(-0,2) + 1] + (-2,5).

—_— — Y

-15 08
-1,7 -1,7
. EXEMPLE:
o Numarul 0 este element neutru: 1 1 1
1.(-3) 00+ (-3)--3

a+0=0+a=a, pentru oricare numar rational a.
' 2.(-4]1)+ 0= 0+ (-4,1) = -4,.

15
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« Pentru oricare numar rational nenul a exista un numar  EXEMPLE:
rational nenul, notat -a si numit opusul lui g, astfel incat <_ 5) Jal b, (_5) - 0:
’ 9 9 !

a+(-a)=(-a)+a=0. 9
2.3+ (-

Scaderea numerelor rationale

Diferenta dintre numarul rational a si numarul rational b este egala cu suma dintre numarul rational a si
opusul numarului rational b.
EXEMPLE:
1.521-8=521+(-8)=- (8 - 521)=-2,79;
2. (-1,45) - 2,4 = (-1,45) + (-2,4) = ~(1,45 + 2,4) = -3,85;
2 (9)-(D=(3) 3 () F- %%
SHCHRE R B2
OBSERVATII
1. Daca a si b sunt doua numere rationale, b # 0, atuncia - b =a + (- b).

2. Diferenta a doua numere rationale este un numar rational.

Aplic
1. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
1.4_5 7.5_2.
V3+373i Jg 5™ @i O
9 4\ _ 5. 1M\ _7_ 18.
b) 15+ (~16) = 75 N(-5) ¢
15 13\ _28 15 9)_8
o) (-2)-%0  o(x)-(5)=m0
2).4_6 13 (.1 _2
@ (-7)+7=5:0 n F-(-3)=7.0
2. Calculeaza:
3 2 4 (.15 3
)3+ (-5): 7 (28): )2+ (-3):
4 7 13 7 4
o) () + (-35): 0 (-3)- (-55); g 0
5 19 3\ _7 5
oD (R 9(RE nE)e
2 7 1 _16 7
D5+ (~35); h) 78~ 27 ) (-F) -2
3. Efectueaza:
a) 2,5+ (-1,7); e) 14 - (-1,6); i) (-2) +(-1,9);
b) (-3,15) + (-1,25); f) (-29) - (-19); j)3,5+(-2);
c)(-0,1) + (+025) g) (-4,5) - 3,6; k) (-1,82) - (-2);
d)1,2+ (- h) 7,5 - 8,92; 1) (-9,8) - 8.

N 116



Multimea numerelor rationale

4. Alina are inaltimea 1,62 m, Delia este mai inalta decat ea cu 0,13 m, iar Bianca este
mai scunda decat Delia cu 0,05 m.

a) Fara a efectua calculele, scrie numele celor trei fete in ordinea descrescatoare
a inaltimilor lor. Justifica ordonarea facuta!

v oA v

b) Calculeaza indltimile Deliei si Biancdi si apoi scrie numele celor trei fete in
ordinea descrescatoare a inaltimilor lor. Ai obtinut aceeasi ordonare ca si la
punctul a)?

. Aurel a cumparat o carte, un penar si un stilou. Cartea a costat 24,99 lei, penarul
a costat 43,99 lei, iar stiloul a costat 39,99 lei.

a) Estimeaza suma de bani cheltuita de Aurel si precizeaza daca ii ajung 100 de lei
pentru a plati cumparaturile.

b) Calculeaza suma de bani pe care a folosit-o Aurel pentru a plati cartea, penarul
si stiloul. Ai obtinut aceeasi suma ca cea estimata? Daca nu, argumenteaza de ce
sunt diferite si calculeaza diferenta dintre cele doua sume.

. In tabelul urmator sunt prezentate incasarile (1) si platile (P) unei societati
comerciale intr-o saptamana, exprimate in mii de lei.

Luni Marti Miercuri Joi Vineri
) P i P ) P ) P ) P
1,3 1,8 1,21 1,52 3,2 2,96 3,7 42 432 423
Sold -0,5
Soldul unei zile este diferenta dintre incasarile si platile din acea zi.
a) Fara a efectua calculele, precizeaza zilele in care soldul este negativ.
b) Calculeaza soldul fiecarei zile.

. Intr-o zi, temperatura aerului la ora 6 era -8,2°C. Pana la ora 12, temperatura a
crescut cu 3,4°C, iar de la ora 12 pana la ora 22, a scazut cu 6,4°C.

a) Ce temperatura a fost inregistrata la ora 22?

b) Cu cate grade e mai mica temperatura inregistrata la ora 22 decat temperatura
inregistrata la ora 6?

. Calculeazaa +bsia - b:
a)a=-3,8(3), b=-3,(6); ca=-21(6),b=106, e)a=-3b=-13;
b)a=324,b=-1,(3) d)a=225b=7

9. Transcrie si completeaza tabelele:

a b c a+b (a+b)+c b+c (lal+b)+c a+lal
3 _4 9
9 3
A 02 s
10 ? ?
2 _4
1,(3) 5 3
- 7
1,5 10 2
=3 -0,1 1,25
7 _8 3
9 15 12

UNITATEA 4

APLICATIE

in cosul de
cumparaturi al Arianei
se afla:

JY&

28,5 lei

\

75,99 lei

68,25 lei

Estimeaza costul
cumparaturilor
Arianei si
precizeaza daca i
ajung 200 de lei
pentru a le achita.

-0
My & o
C LT+ o
o\o od o
Q £ V/\ R C'



UNITATEA 4 Multimea numerelor rationale

X 8 -6 -1-55 -1,(6) 21(3) -1,2 536
y -1,25 g 113 % _11§ -0,5)  -0,25
X-y
[X] - 1yl
X-lyl
IX| -y

10. a) Calculeaza b + g, stiind ca a si b sunt numere rationale sia + b = -2,4.

b) Calculeaza a + % + b, stiind ca a si b sunt numere rationale sib + a = -1,5.

¢) Calculeaza X + (-%) +Y, stiind ca X si y sunt numere rationale siX +Y = %
d) Calculeaza (X +Y) + 2, stiind ca X, Y si Z sunt numere rationale, X = -1,8 si

y+z=-2,5)

11. Calculeaza X + Y, stiind ca X si Y sunt numere rationale, |X| =

oo

si |yl =0,25. Scrie
toate variantele posibile.

12. Calculeaza, folosind proprietatile adunarii numerelor rationale:

2:(9)3 9(4) (Y- (B)

TENE ST CNE !
oDk 9l (D) (B
0f- (3 (B (Y]

13. Calculeaza X +Y +Z, stiind ca:

= 115\ =3 Ehe 7 = -1 9 - B.y-_L.,-00)
a)X=-115;y = 3,54 7 = -1,25; )X=-15Y=-7:2=0,03);
= b) X =025,y =-3;2=0,(3), d)X=-216),y = 33,2 = -32.

Portofoliu @

Rezolva cerintele urmatoare pe o coala de hartie
si adaug-o la portofoliu.

1. anegistreazéintr-untabelTnél’gimea(exprimaté
in metri) si masa (exprimata in kilograme)
pentru fiecare dintre membrii familiei tale.

2. Scrie numele membrilor familiei in ordinea
crescatoare a inaltimilor acestora.

3. Scrie numele membrilor familiei in ordinea
descrescatoare a maselor acestora.

4 Determina cea mai mare diferenta dintre
inaltimile a doi membri ai familiei tale.
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Multimea numerelor rationale UNITATEA 4

3. Inmultirea numerelor rationale. Proprietati

imi amintesc

Amalia are 133,5 lei. Cu 0,2 din suma cumpara un pix, iar 3 2 din suma cumpara o
carte. Cat costa fiecare dintre cele doua obiecte cumparate de Amalia?

invat @ @

Prin inmultirea numerelor rationale a si b se obtine un numar rational, notat a - b, numit produsul
numerelor a si b. Numerele a si b se numesc factorii produsului.

» Produsul adoua numere rationale,ambele pozitive sau ambele negative, este egal cu produsul modulelor

acestora.
EXEHPLE
2 &_M_ﬁ.
“3'973-9° 27’
1
5 B .5 3_51_5-1_5,
()(4) || 64 24 2.4 8
3.(-1000) - (-1,25) = |—1000|-|—1,25| =1000 - 1,25 = 1250;
3 zerouri %
3 cifre 1% 1 7
_ _9) . -2 - L9 _24-12 9 W72 9 M1 71 _7-1_17
4. [-124)] ( ) -124)l |40| 124) 3550 %0 90 46730°575°575:57 25

» Pentru a calcula produsul a doua numere rationale, unul pozitiv si unul negativ, inmultim modulele
acestora si punem ,-" la rezultat.

EXEMPLE: ,
LB () - G363 %
2
202 (4) - (021 ) =02 ) G5 4) - B 9) -3
3.(-1,6)-2,45=-(]-1,6] - [2,45]) = -(1,6 - 2,45) = -3,92. 1,6 - <— 0 zecimala
245 <— doua zecimale
80
64
OBSERVATII 32

.. . . . 3,920<— trei zecimale
1. Daca a si b sunt numere rationale, atunci |al si |b| sunt numere

rationale pozitive si, pentru a le inmulti, folosim regulile invatate

in clasa a V-a. Semnul  Semnul  Semnul
2.Dacaa, b e@’, atunci numarului numarului numarului
.. . a b a-b
lal - [bl, daca a si b au acelasi semn
a-b= . . o g O
-(lal - Ibl), daca a si b au semne diferite ' ' '

— — +

3. Produsul a doua numere rationale este pozitiv daca numerele au
acelasi semn si este negativ daca numerele au semne diferite.

= + =

+ = =

4.a-0=0-a=0, pentru oricare numar rational a.
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EXEMPLU:

(-25)-#=2-(-25)

EXEMPLE:
1. (-435)-1=
=1-(-4,35) = -4,35;

2 (§1:(4)

OBSERVATIE

Daca a, b, ¢ sunt

numere rationale, prin

produsul a- b - ¢ vom

intelege a- (b - ¢) sau

(a-b)-c.

De exemplu, pentru a

calcula2-3,2- (—2)
’ 5 ’

efectuam:

(3]
59
1 (B)-
mesa(3)-

B 120

Multimea numerelor rationale

Proprietatile inmultirii numerelor rationale

« Inmultirea numerelor rationale este comutativa (produsul a doud numere
rationale nu se modifica daca schimbam locul factorilor):

a-b=b-a, pentru oricare numere rationale a si b.

« Tnmultirea numerelor rationale este asociativa (produsul a trei numere rationale
nu se modifica daca grupam factorii in moduri diferite):

a-(b-c)=(a-b)-c, pentru oricare numere rationale a, b si c.
EXEMPLU:

(9)-1(5)-5]-[) (9] %

M
8

5

L:
9

8
5
o Numarul 1 este element neutru:

a-1=1-a=a, pentru oricare numar rational a.

» Pentru orice numar rational nenul a, exista un numar rational nenul, notat %

si numit inversul lui a,astfelmcata ~ 1 -a=1.
EXEMPLE:
- 1 1 2 g
2 . 2 3 8 7 8
ca (1 1 1 - 1 _8
Inversul lui a (a) 5 5 3 8 5 3

« Inmultirea numerelor rationale este distributiva fata de adunare si scadere:

a-(b+c)=a-b+a-c pentruoricare numere rationale a, b si ¢;
(b+c)-a=b-a+c-a,pentru oricare numere rationale a, b si ¢;
a-(b-c)=a-b-a-c pentruoricare numere rationale g, b si ¢;
(b-c)-a=b-a-c-a, pentru oricare numere rationale a, b si c.

DD @

2.21+(-5)]-02=21-02+(-5)-02;
M—/ NGRS

29 0 42 -1

-0,58 -0,58
3.3,2-[(-12,5) - (-2,5)]=3,2 - (-12,5) - 3,2 - (-2,5);
[-125) - (-25)]= 32 (-125)

-40 -8
-32

4.[(—5,25)—(—%)] 3=(-525)-3- (-3) -3
L))o =m0y 0

2,75 2 S5
-825 -8,25

52
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UNITATEA 4

Aplic
. Calculeaza:
a)2,3-10; d) (-0,3) - (-100); )10 - (-0,001);
b) (-4,2) - 100; e) (-1,25) - 10; h) (-100) - (-1,002);
c) 3,1+ (-1000); f) (-0,01) - (-100) i) (<100) - (- 1,1121).
. Completeaza casetele cu numere intregi astfel incat sa obtii propozitii adevarate:
-0 3[4 S3). A .0
a)(-15)-0=0, d)(3) 2+ e9]=(3) 200
)0-(-2)=-5 @6 [d- (135 =0+ (-3)- (- (-1.35),
6 =(-4)-[]- 2 ol (3= (22) .o
9g-co=co-0; 0|(2)-0-(3)-(3)0-00
. Calculeaza a - b, stiind ca:
a)a=-17;b=-2,01; ca=-23;b=-23; e)a=-0]1b=1,01;
b) a=-0,5; b =0,01; d)a=-1;,b=-52 fla=-32;b=-12.

. Calculeaza si scrie rezultatele astfel incat modulele acestora sa fie fractii ordinare
ireductibile:

)(g) w9 () 9(F) (Bl e

95 9 (H nD () e

o) G o @) o)
. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.

2)(-2-3=2-(-3);0 €)1.25 - (-3) < 1,25 + (-3); [J

b) (-3) - 0=-3:00 1,02 2>12) - -2;0

O (£)(H) (DD sascnera e

d)(-3)-2-0,00 h)(-21)-0>21-0.]

. Determina numarul rational a si scrie in caseta cel mai mare numar intreg mai
mic decat a:

a)a=2,(3)-(-1,2; ] d)a=(-0,24)-[-0,(4)]; ]
b)a 0,25 - [ 1,0(6)]; L] e)a=(-0,32) - 0,41(6); L]
0a )-[-1,(0)]; f)a=[-0,9(3)] - [-0,458(3)]. ]
9 28
. a) Calculeaza a- (b - ¢), stiindcaa - b=-7sic=-3.
b) Calculeaza a- b -, stiind cda- ¢ =-12(5) si b = 16173

. Calculeaza a - (b + ¢) in doua moduri, stiind ca:

b=2 c=-1(4);b)a=-7:b=05 =1,

a)a— 5

1

. Calculeaza a - (b - ¢) in doud moduri, stiind ca:
_.1. .28 222.ho_ e
a)a-= 1— b 8,c ol b)a—33,b— 0,9(3); ¢ = 0, (24).

A

(03]



UNITATEA 4 Multimea numerelor rationale

10. Calculeaza a - (b + c), stiind ca:

-9 - 24 h=- I |
a)a-b= a5 b)a-b=-026sia-c 25
11. Calculeaza a - (b - ¢), stiind ca:
S S ) h= Col
a)a-b= HSia-c=—15 b)a-b=0,83)sia-c=31(6)

12. Transcrie si completeaza tabelul:

a b c a-b a-(b+c) (b-c)-a lal-c a-(b-c) a-(Ibl-¢)
1,5 -2 8
6 14 8

7 15 5)

01 -225 100
1 6  -08(3)
5

-1,2  -225 -1,(6)

13. Calculeaza a - b - ¢ folosind proprietatile inmultirii numerelor rationale:

—odp -5 48 9 ho e oL
a)a—24,b—6,c—90, d)a—7,b— 245, ¢=15;

5. _.27. _ 16 0B hz19 =-001
b) a= 9,b— 5% €= e)a=0,5b=-12;¢c=-0,01;

1.y 239  _(_12). PP |
c)a—13,b—21,c—(16>, f)a=-0,(5);b=6;c= 5

Elevii vor fi impartiti in sapte grupe. Fiecare grupa va alege unul dintre orasele: Brasov, Bucuresti,
Constanta, Craiova, lasi, Timisoara, Targu-Mures si va realiza planul si bugetul aferent unei excursii de
patru zile cu clasa in orasul ales.

Ce veti face:

Fiecare grupa va realiza, folosind Google Slides sau Microsoft PowerPoint, 0 prezentare care sa
cuprinda:

» descrierea orasului si a zonei din care face parte;

« enumerarea obiectivelor turistice din orasul ales si din zona din care acesta face parte;

« prezentareaa cel putin patru obiective turistice din zona pe care ar dori sa le viziteze si argumentarea
alegerii acestora;

o calculul bugetului aferent excursiei pentru fiecare dintre participanti si pentru intreg grupul (se vor
avea in vedere costurile pentru transport, cazare, masa, vizite, dar si cheltuielile neprevazute).

De ce veti face:

Veti afla informatii despre tara noastra si veti invata sa planificati o calatorie.

Cum veti face:

Veti cauta pe internet sau in diverse publicatii informatii despre orasul si zona in care se afla acesta.
Cum veti sti daca ati reusit:

Veti prezenta in clasa proiectul si veti intreba profesorul si colegii ce le-a placut si ce recomandari au.
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4. Impartirea numerelor rationale

imi amintesc

Cornel a cumparat 2 kg de mere pentru care a platit 9,98 lei si 1,5 kg de piersici
pentru care a platit 9,45 lei. Determina cati lei ar fi platit Cornel daca ar fi cumparat
un kilogram de mere si un kilogram de piersici.

invat @

Catul impartirii numarului rational a la numarul rational nenul b, notat prin a : b sau %, este numarul

rational ¢ pentru care a = b - c. In acest caz, a se numeste deimpartit, iar b se numeste impartitor.

« Catul impartirii a doua numere rationale, ambele pozitive sau ambele negative, este egal cu catul
impartirii modulelor acestora.

EXEMPLE:
1.16. 24 _16. 24 _ 3215.2_522.5:&:&.
1525||| 15725 ;;52?33 3:3 97
1 5
2 (9:(4)-HHl 34455

3.(-5,67):(-0,7) = |-5,67| : |-0,7| =5,67:0,7=56,7:7 = 8,1.

» Pentru a calcula catul impartirii a doua numere rationale, unul pozitiv si unul negativ, calculam catul
impartirii modulelor acestora si punem ,,-" la rezultat.

EXEMPLE: o
1 (-5 ae- (5l [l) - (6:) - 8- 58) =- (3-9) - 55
2 7

2. 324:(-1,8)=-(I32,4] : 1-1,8]) = - (32,4:1,8) = - (324 : 18) = - 18;
3.(-45):13)=- (I-451: 11BN =- (45:13) = - (33: B 1) - -(%(5: %‘3) --(3:3)--3-3)--&

ATENTIE!

Pentru a efectua impartirea a doua numere rationale scrise sub forma %(m, n € Z'),inmultim primul numar
cu inversul celui de-al doilea.

oecirpin3: () -1 (%) 1. () -2 2
OBSERVATII

1. Daca a si b sunt numere rationale nenule, atunci |al si |b| sunt numere rationale pozitive si, pentru a le
imparti, folosim regulile invatate in clasa a V-a.

2.Dacaa, b eQ’, atunci
lal : [bl, daca a si b au acelasi semn
a:b= 2 o o .
-(lal : Ibl), daca a si b au semne diferite

3. Catul impartirii a doua numere rationale nenule este pozitiv daca numerele au acelasi semn si este
negativ daca numerele au semne diferite.

4.0:a =0, pentru oricare numar rational nenul a.
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=9fo (9] X Exercitiu rezolvat
1 30
_2_ _ —
5 > - V ~ Calculeaza: a)f; b)zz; C)%-
% 21 35
? V Rezolvare:

X
3 V.5 _(22:3+1\.5 _ (7.5 _(.7\.20_(_7\.1__49.
> X @ 4 a)f'('2§>'21 (-25) 7= (-3) 5 <1> - (-1) 5%
21
v @7 G D) 2= (-2): 8= ()-8 (). B 35,
~ co % 35 ,6’3 3 3
i g 8 % 30 30 (1\_2 (1. 2° 1
1N £0 _2U U (_1\_ <2 (_1y__2 __1
2 1 25=5: 08T (%)% (1)=% = m
&O 1
- 8
Q w7 .
0 4 o Aplic
& oo L 1. Calculeaza:
Q a) 5,25: 10; c)31:(-10); e) (-1,205) : 10; g) (-0,1) : 10;
4 +'\/_ fg, b) (-2,3) : 100; d) (-24,3) : (<100); ) (-0,01) : (- 10); h) (-325) : (-100).
2. Calculeazaa:bsib:a:
PTO 3 * a)a=-0,75b=-0,5; c)a=-0,04b=-04 e)a=-245b=0,,
QR ‘\r b)a=-225b=015  d)a=-21;b=-35 f)a=-45;b=-0,03.
| A 3. Calculeaza si scrie rezultatele astfel incat modulele acestora sa fie fractii ordinare
N 9 ireductibile:
S 2 ireductibi
CRCIN S a(4):8 0Z:(L) 9(B):(L)y N
px 9) 15 33°\755); 8\7g) \ ') Ve
) 9).18. 16 (_4). WAV TAN . (-8).
'L ¢ 3 0 (g)  @n(5) W () () W2 (F):
~ 17).17. 2.(.16). o (LY. (J10. _g): (-40
Y ¢ O(z9): 7 Ne:(): ) (-gp): () vew:(-F).
. o X 4. Scrie in caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.
> dogl (1) B (LB LS. 2).2_,.
. oo Q x A a)(_8).§_8.(2>1D d)<3>.6_<3>.61D g)(3).3_0,D
-3 (-3)- 3. oy 22 (1) (23). (291} = -
5 ¢ . b)0.<10>— 2.0 e)(5).3—(5> (2),D h)o:(-21)=0; [

03 (—g) -2 (—%);D £)35: (-1 =(-35):1; [] g 12210

Y
k P » b\ 5. Determina numarul rational a si scrie Tn caseta cel mai mic numar intreg mai

mare decat a:

‘} o 3 a)a=0,(4):(-0,4); L] ca=(-15):06; L] e)a=[-0902)]:27; [
N\ ;Q- o) -': b)a=12(7):[-0,46);[ ] d)a=(-02):0116);[ ] f)a=[-0,9(3)]:(-112).[]
| 6. Calculeaza:
é A L 1 5 pi} 51 30
; o oAy wi ag 9% O NG 9o
% d* a 5 2 %} 15 21 21
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5. Puterea cu exponent numar intreg a unui numar
rational nenul. Reguli de calcul cu puteri

imi amintesc
2 3
1. Calculeaza: a) 25; b) (- 4)2; c) (- 3)% d) 17; e) 0% f) (%) ;1 g) (%) )
2. Scrie rezultatul ca o putere a lui 2: a) 23 - 2%; b) 2'0: 23; ¢) (23)2

invat ()

Fie a un numar rational si n un numar natural, n > 1. Puterea a n-a a numarului £y Fup|E.
rationalaeste a"= g - a - a... - a. Numarul rational a se numeste baza puterii, iar
1 —_——

T H($-(3)-()

numarul natural n se numeste exponentul puterii.

4
Prin conventie, a®=1, pentru oricare numar rational nenul g, o
2.(0,3)*=0,3-0,3-0,3
a' = a, pentru oricare numar rational a. = 0,027.

Nu se defineste 0°.

Am invatat, printre proprietatile inmultirii numerelor rationale, ca, pentru oricare
numar rational nenul a exista numarul rational % , astfel incat a -% = %- a=1

Vom nota numarul rational % cu a™ Asadar,a-a'=a"-a=1, pentruoricare
numar rational nenul a.

Pentru numarul rational nenul a si numarul natural nenul n se defineste a™ = %. EXEMPLU:

OBSERVATIE 122=14-1
- n H>_ 1 1
<%) - (g) , pentru oricare a, b € Z*sin e N*. 2.(:37 329’
351-1_1.
EXEMPLE: : 51 57

-2 2 -1 1 3
13 -6 -5 () -(5) -3 “(5) ~ume
2 3 9 3 5 5 3 2\ 8
. . . . §> 27
Daca a si b sunt numere rationale nenule, atunci:
a™-a"=a™" pentru oricare numere intregi m si n;
a™:a"=a™"" pentru oricare numere intregi m si n;
(@™)"=a™" pentru oricare numere intregi m si n;
a"-b"=(a- b)", pentru oricare numar intreg n;
a":b"=(a:b)", pentru oricare numar intreg n.

EXEMPLE:

(-4)+7 5
L@@ «0)6) (’2?5?)-(6);
2.(-02)°:(-0,2)°=(-0,2)° = (-0,2)% 5-(-3)2:(0,1)2=[(-3):0,1]2=(—30)2.

e
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Exercitii rezolvate

. a) Scrie ca putere cu baza 3 urmatoarele numere: 81, 1 [(1>_3]2 <1)2 1
p 127" [\3 "\9/ 274
A

b) Scrie ca putere cu baza ; numerele: 1, E 125, 257, (—21—5) .

¢) Scrie ca putere cu baza g numerele 1, % % (%)3 %

Rezolvare:

a) 81=3¢, (%)2 gi=97=(3)2=37 =3
2= 3573% R ARl COREE S B

252=(52)2=52-2=5‘*=[(%)_1 :
()@ () g
=) F36. (-6
O N MR S Rl
. Scrie sub forma unei puteri:

() (D" (D () @0 D) w0 [@)]:(2)

Rezolvare:

Y R
e (2" ()'-2)"()7-() - 6)'

c) Scriem % %:2-3, Sit?= (29)2=22D=2%

Asadar, (%) c42=03.04=)(B)-(H =91

@-G)-6)-107-07-0"
Bl -[@ﬂ =<§>3 NN
z] 125 _ _ =<%>20‘('18)=<%)38.

TENE
(%)

Deci [ —
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Aplic
1. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate: @

a) Daca (—%)X = (-%) . (—%) . <—%>, atunci X este egal cu ...

2 3
b) Rezultatul calculului (—%) : (—%) este egal cu ...

1
¢) Daca [(5) ] =1, atunci a este egal cu ...

d) Daca a = (—%)2 sib= (%)2, atuncia- besteegal cu ...

2. Transcrie si completeaza tabelul de mai jos:

a 3 4 5 6 1 3 -2 1 -4 2 01 -13 -02
2 3 2 5 2 2

n 3 2 -2 -1 2 -3 -2 -3 3 -4 -3 2 -2

an

(-a)"

_aﬂ

3. Calculeaza a si b si scrie in caseta numarul mai mic:

Da-(-3)0- (150 de-(4) 0-(D)i0
b) a =213 b=(-21)1] e)as= (%)_3,b= (%)_Z;D
9o-() 0= (450 na=() =)0

4. Ordoneaza crescator seturile de numere:

925 (3). (1) .(3) 2 (@) (). (8) (&) 6)

5. Ordoneaza descrescator seturile de numere:
2 0 372 212 5
23(3). (23] 1T )
2
o (4)' 3o o (3 ()9

6. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile
de mai jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

Q9B

r
-
—_—
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N 128

7. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

a) (0,9)*+(0,9)°; e) (3,4)*: (34)°;
b) (-1,2)°- (-1,2)"°; f)(-52)°:(-52)°;
) (14)7- (14)°; 8 (17)*: (1,7)°; k) [(-1,6)°]7;
d) (-2,5)° - (-2,5)?; h) (-0,2)*:(-0,2); 1) [(-0,5)7]“

8. Completeaza casetele cu numere intregi pentru a obtine propozitii adevarate:

-5 8 2 O ]
900" 660
0(3)- ()" (3)'-(3) -
) 0,5-(0,5)2-(0,5)° = (0,5)= 2+
d) [-0,(1)]7 - [-0, (] - [-0, (1] 2 = [-0, (] = (-9}

. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

)
b) (-3)*- (-0,2)*;
o) ()

1

574
10. a) Scrie ca putere cu baza 2 numerele: 1, 4, %, 31—2, 16, (-2)8, [(_i) ] , (-22)0,

i[O
) [(-03)7*;

\O

g)(-15)7: (%)_7;
THEE O ROk

f) (-2,5)*: (-5)%; i) (-12,58: (-5)°.

d) (-6)“- (-01)%;

: 1 10 (LY pgye A1
b) Scrie ca putere cu baza3numerele.1, 27, 47, 27 ,( 9> -3 1903’

; 2 2,839 55(_§>6_ 4 (15110
¢) Scrie ca putere cu baza3numerele.3,1,27,2,4,<2>, 5 , (=1,5)% (1,5)™.

11. Scrie numerele a si b ca puteri cu aceeasi baza:
1 (5Y p=(3) _(B) p- (26)°,
da=(5).0=(3) e)a= (%) .0 ()
=[- 6 p=81
f)a=[-0,6)]°b 16

ga-()o-w o (8)0- (4);

12. Folosind regulile de calcul cu puteri, efectueaza inmultirile si impartirile de mai
jos si scrie rezultatele sub forma unei puteri.

a3
o) (1) 32 9 (
o(y) o8 (B

a)a b=3"%:

(%) (55) V(&) (5)

-2 4 6 4

o (%9°) - (o) ) (3): (Ga)
13. Compara numerele a si b, stiind caa=0,5-(0,5) 2+ (0,5) - (0,5) “ - ... - (0,5) "° si

b=32710,



Multimea numerelor rationale UNITATEA 4

Descopar

Calculeaza:

1.32_9c.104+3.8 1. l2-95).10+3]. 8.
a)1-32-2510+3:5 b J[E-2510+3]: 5

invit @

o Adunarea si scaderea sunt operatii de ordinul I, inmultirea si impartirea sunt operatii de ordinul Il, iar
ridicarea la putere este operatie de ordinul Il

o Daca intr-un calcul aritmetic fara paranteze se intalnesc numai operatii de acelasi ordin, acestea se
efectueaza in ordinea in care sunt scrise, aplicand proprietatile acestora, daca este cazul.

EXEMPLE:
1917273 6. 8 9 m
2 3 4 12 12 12 12
3 3 1
2 ()% (5= () o (5) = ) - G2 = (3)- (<) =3
8 1

4 .9
56

» Daca intr-un calcul aritmetic fara paranteze se intalnesc operatii de ordine diferite, se efectueaza intai
operatiile de ordinul Ill, apoi operatiile de ordinul Il si, dupa acestea, operatiile de ordinul I.

EXEMPLE:

1 3
DR DD B A
TR S R
1 5
4 (- ()1
dy 95 O 8 45 12_41

9" 2737187187187 W

« Daca intr-un calcul aritmetic se intalnesc paranteze rotunde, paranteze drepte, acolade, se efectueaza

intai operatiile din parantezele rotunde, apoi operatiile din parantezele drepte si apoi operatiile din

acolade. Dupa efectuarea calculelor din parantezele rotunde, acoladele devin paranteze drepte, iar
parantezele drepte devin paranteze rotunde.

([2:3) 3 ()5 (B) -2 (D5 (B) -

()5 (R () (R eoriohvnninnns

:
|
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Aplic
1. Calculeaza:
1.7 5). 8.(.50).(.8
"a)Z'6+<'§>' d)g: (27) (5)
5\ 7 M. 1,24 (21,
m('i)'ﬁ'ﬁ' e)g 15'( 10)’
7.5 _(.9)_1. 7). (.5).(30).9
9%*20 ('i)'? f)( 4) (12) (34) 4
I.a) (-0,3) - 1,5 + (-2,7); d) 0125 : (-2,5): (-0,5);
b) 1,25 - 3,4 - 2,5; e)3,24-0,1:(-1,8);
€) 012+ 1,2 - (-2,4) - 311; f) (-100) : (-2,5) - (-10) : 8.
2. Calculeaza:
a)%—%—(%-%) e) (0,16 - 1,4) - 01 - (-2);
1.5 (5.1 .
b) 2 +2 - (3 2) £)2,3 - (-1,5) - (012 - 12 - 2 + 3,25);
c)(—48)-(§—%-%); 8) (-0,84): (0,3 - 2,5 + 0]1);

)
d)-3- (g 2) (116>; h) (144 + 2,3 - 5,6) - (~10) : 2.

3. Determina |al:
ga-37030-1 90- (3 (234
a=(3)+(3) - () ()5 ae=()+(3) - (4)"
4. Compara numerele a si b si scrie in caseta numarul mai mare:
Da=(2-3)- (3-3) siv=25 1+ XG50
a=(5+g) (5-7) (5-13) o= (25513): (3-2).0
5. Efectueaza calculele:

) (5 ) [( ) (5 5): (-16))

- 2-3

37
(30 i)
1 L5.1) .3

e){153 5-G-%) ]} (3+3-3)-3] .

6. Scrie Tn caseta cel mai mare numar intreg mai mic decat a.

- é Bl
2

12 (525 22+1).
a)a=113<23 i>+%;D Ja- (-22+5) 07'1 1.0
<Z - 1) ZZ (7,4 - 2,5) . (_ﬁ>
b a- (%?) % %0 g) g - LD -0,0)-45

(157 - 41+ (3)
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7. Ecuatii de tipulx +a=b,X-a=b,X :a=b(a#0),
aX + b =c, unde g, b si c sunt numere rationale

imi amintesc

Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
a)-2)-x=8 b)X-(-2=8  )(-2)-x=8; d)X:(-2=8.

invat @

o A . . ~ v . A

A rezolva o ecuatie in multimea numerelor rationale inseamna a determina ‘ A & A
oo . . N ‘4@ ‘:f:

solutiile rationale ale acesteia. ) © - ;

Prin adunarea, scaderea, inmultirea sau impartirea ambilor membri ai unei

©
ecuatii la acelasi numar rational nenul se obtine o ecuatie echivalenta cu @ﬂ 0
ecuatia data. 2

EXEHPLU:2x—7=10©2x=10+7©2x=17©x=12—7.

Exercitiu rezolvat
Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:

a)5X +2=-9; b)%x—7,6=—6.

Rezolvare:

2)5X+2=-9 & 5x=(-9)-2& 5X=-11 & X =-¢.5 = {151}

Iy _76-_aul 1 1 -16.1
b)3x 76=-63X= (6)+76©3X 1,6 >X=16: 3©x 039
16 8

®x=ﬁ-3©x 5 3©X—2—4 S={&}-

5
Ecuatia se mai poate rezolva si astfel:

1y e, 76 91, ¥38_ ®6 5. 14_ 90
3X 76 = 6©3X 0° 6= 3X 7 =

8.
©5X1_5114‘ 3? 5X - 114 =-90 & 5X = (-90) + 114 & 5X = 24 < X = 2.

s+ (%)

Aplic

5

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile
de mai jos.
a) Dintre numerele -1,6; -0,4; 0,6; 0,4, solutia ecuatiei (-0,6) + X = -1,X € Q este:
A.-16; B. -0,4; C. 0,6; D. 0,4.
b) Numarul rational % este solutia ecuatiei:

A.%X=1,XG(Q; B.X:%=’I,X€(Q; C.%:X=3,XG(Q; D.%—X=%,XG(Q.
c) Solutia ecuatiei (-4) - X = -2, X € Q este:
A. -6; B. 2; C 5 D. 8.

21
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Multimea numerelor rationale

—
W
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2. Scriein caseta A, daca propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.

1
-2 X €Q este -5.[] @
b) Solutia ecuatiei (-1,8) - X =-1,X € Q este 0,8.[]
¢) Solutia ecuatiei (-0,3) - X = 18, X €@Q apartine multimii A = {-60; 21,3; 17,7; -6,6}. L]

3. Verifica daca —% este solutie a ecuatiei:

a) Solutia ecuatiei X : 0,1 =

5
b)g"'X 3—'ﬁ,XEQ

4, Stabileste care dintre numerele rationale din multimea A = {1; 9; %;2,1} este

a) (-2)- X+1——X€(Q

solutie a ecuatiei:

)% X - 1‘—X€(Q b)X:05=42 XeQ: c)X:%=%,Xe(Q.
5. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
l.a)X+25=8; e)1,5+X =24 i) X +4,2=-26;
b) X + 3,12 =-2,1 f)3+X=-52 j) X +(-2,81) = -1,16;
) X 04)—— g) (-1,3) + X = -3; k) (=1,2) + X =-12;
d) (-1,25) = 4,25;  h) (-1) + X =7,24; [) 54 +X=1.
5_2. 3 y=2 (-2 -_2.
l.a)x+7=5; e)g +X=3; ')( 7) X==91
2__1. 6,y=_2. N3 Lyl
b)X+5=-3; f)7+X=35 gt x=g
1\_ 3 2 _.5 2\ _ 1
C))“('Z)' 8 g)< 9>+ = k”“( 15) 2%
1)1 A 22 9._3
d)X+<1O>'6' h)<4)+x‘7' UX+5=-%
.a)X+15=3; €)05+X=; i)1,3) + X =1,5:
1__ 2 v=_19 7 .
b) X +5=-2; f)is+X=-12; )X+ 35 =1,002);
7 1 5
X+ (-04)=-55; 8 (13)+X=-¢; k) X+ (-0,4) = -7;
AT _3 = 19E: A
d)x+( 3)-4,5, h)( 25)+x 1,25; l)x+( 6) 1,2.
. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
l.a)12-X=3; e) X - 34 =842 )X-26=-12
b)4 X =-3,25; f)X-7=-513; )X -(-1,8)=2,23;
) (-51) - X =24; g) X - (-3,24) = 6,45; k) (-1,25) - X = -1,48;
d) ( 702) X=-43; h)X 8424)— -2,32; ) 2,54 - X =1,27.
7 o k. 7.3 0 _ 4.
Ia)g-x=3; )X~ 1555 027~ X= 2%
b _y__5 12 N (D) _y=_1.
b) 75 - X =13 Ox-3=-5 ) (1) ~x= 35
2 =91, (5. L _(-8)._23
C)<'§>'X‘22' 9%~ (-3) =10 k) X (21) 49’
12 _y = 5. _ (-1 o8, _24_ W
d)<13> 2 mx-(3)=-% X-35= 15
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L _15=21. )X - -3,
ll.a)0,2 - X =75; e)X-125=35; i)X-0,3) = 35;
7 _y--03 1o on Ny =23 .
b) 15 - X=-03; f)X-g=-0; j) X - 55 = 3,(24); 5
2 - 07 —(-12)=L. i, -.23.
c) (-7)-x-0,1, &) x-(-12)=5; k)X -12(5) = -55; 1
12)-X = -2 (2101 .
d)(-12)-x=-2;  h)x (10) 1,01; ) x-B=20)
7. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile: O
- 14 .2, 3) . x=-125
La)X-3=-14 d)x- =2, g)( 4) X = -1.25;
=L (-2 -- - =
b)X-(-45)=144 &)X (-15) =45 h) (-2)- x = 1,(6); -
0)(-3)- x=-12 £)(-4)-x=5; i) (-0,4) - X = 0,(16) 6 ‘
h=-23 (-B) 2. (-1
la)X:4=-23; dx:(-2)=-%; gx: (-1)=-01(6); 4
A 3_ 9=-
b)X:(-3)=3; &) X:3=25; h)X: 9 =-3,3);
-1 -10) = ~20) = -L.
)X:5=7; f)X:(-10) =15 i) X:(-20) = -32
8. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
a)2X +3=-8; e)3x+(-2)=0; )1,24-3x=06;
-c. _5)=1. N (=3)-1y-3.
b)1+3X=5; f)3X+(-5)=1; D(-2)-1x=-2;
Q) 4X-6=7; 92x-(3)= 03-Ix=-15;
-1 A - 04 ) -2yx-=3 i
d)7x-8=-1; h) (1) +5%=04 0(-2)-2x=3.
9. Determina numarul rational a pentru care ecuatiile urmatoare au solutiile
indicate:
a)ZX-a=5,X=-%; c)—X—3a=1,(2),x=—%;
2 Ay _34-- -
b)(—7)x+a—5,X— 2; d) 225X - 75a=-01, X =-7.
10. Se considera multimile A={X | x€Q, 2 -3X=7}si
B={X|xe(Q,X:%=— }.DemonstreazécéA=B.
iders imileA={-102 %l qp- A -
11. Se considera mult,lmlleA—{ 20, 15,7}§| B= {X |X€(Q,< 5) +3X—0,2}.

Determina elementele multimii A n B.
12. Se considera multimile A = {X | XxXeQ,X- (—%) = —2,25} si
B= {X | Xe@Q,X-116) = -%} Determina A U B.

13. Se considera multimile A = {X | X e(Q,%—X = ——} Si

B={X|XEQ,%'X—3=3A .

Demonstreaza ca multimile A si B sunt disjuncte.
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S ‘ & ) & . o .
&%ij A g, o0 Y 8. Probleme care se rezolva folosind ecuatiile
@ «;’&%} - H\(\, m 3 g . .
,, 3 & A Imi amintesc
. S v
O o 0 b a) Compune o problema
<« 1 ° , folosind reprezentarea
2, S
0 alaturata.
b) Rezolva problema
4 . S compusa de tine folosind  /

ecuatiile.

Exercitii rezolvate

1. Pentru a cumpara un ceas, Eugen a folosit % din economiile sale. Daca pretul
ceasului cumparat de Eugen este 225 de lei, determina cati lei a economisit acesta.

Rezolvare:
Stabilirea necunoscutei Notam cu X suma de bani economisita
. —
problemei de Eugen.
Transcrierea Si exprimarea —= 3 .y -5
: 4
elementelor din enuntul

problemei in limbaj matematic

Rezolvarea ecuatiei obtinute 3 x=225.-%0

ég- S| =] .=
4 X=225 X 225.4 3

< X =300

Interpretarea solutiei obtinute —— Eugen a economisit 300 de lei.

. . . . 75
Verificarea solutiei obtinute ~ ——= ;% 300=3- 75 =225

1

APLICATIE 2. Un colet ce contine 24 de carti de acelasi fel cantareste 13,12 kg. Stiind ca ambalajul

) . cantareste 0,4 kg, determina masa unei carti.
» Compune si rezolva o

problemd pe baza Rezolvare:

ecuatiei: Notam cu X masa unei carti. Scriem si rezolvam ecuatia asociata problemei:
a)2-X=7, 24 - X+04=131224-X=1312-04 24 -X=1272 & X=12,72:24 & X =0,53.
b)1,5-X +3=10; Verificam solutia obtinuta in forma initiala a problemei:

€) 120 - 4,2 - X = 76,74 240,53 +0,4=12,72+0,4=13]12

d) X:7=20,5. Masa unei carti este 0,53 kg.
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UNITATEA 4

Aplic

. Suma dintre dublul unui numar rational si 12 este egala cu -9,78. Determina

numarul.

. Produsul dintre un numar rational si -5,5 este egal cu 15. Determina numarul.
. Dublul unui numar rational este cu 3,4 mai mic decat % Care este numarul?

. Determina numarul rational care impartit la 5 da un cat egal cu media aritmetica

anumerelor 32 si 7.

. Diferenta a doua numere rationale este egala cu 6, iar unul dintre numere este

1,2. Care este celalalt numar? Studiaza toate cazurile posibile.

. Pentru un pix si patru caiete de acelasi fel Ana a platit 30,85 lei. Stiind ca pixul

costa 3,45 lei, determina pretul unui caiet cumparat de Ana.
Denisa a cumparat un kilogram de mere cu 2,5 lei kilogramul si piersici cu 4,2 lei
kilogramul, platind 15,1 lei. Cate kilograme de piersici a cumparat Denisa?

. Toni a organizat o petrecere. Pentru inchirierea unui restaurant a platit 255 de

euro, iar mancarea pentru fiecare persoana a fost 32,5 euro. Cate persoane au
participat la petrecere, daca Toni a platit 872,5 euro?

. Sonia are 8 ani, varsta ei reprezentand % din varsta mamei ei.

a) Cati ani are mama Soniei?
b) Peste cati ani varsta mamei va fi de trei ori mai mare decat varsta Soniei?

10. Dupa ce a cumparat o carte cu 36,5 lei si sase caiete de acelasi tip, Anei i-au

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

ramas 27,7 lei. Determina pretul unui caiet, stiind ca Ana a avut initial 96 de lei.
Marius a remarcat ca familia lui a platit 131,6 lei pentru apa consumata in luna
iunie. Stiind ca pentru un metru cub de apa a platit 8,14 lei, iar pentru pierderile
din retea a platit 9,5 lei, determina cati metri cubi de apa a consumat familia lui
Marius in luna iunie.
Suma de 4 000 de lei este depusa la banca. Dupa un an in depozit se afla suma
de 4208 de lei. Determina procentul corespunzator dobanzii acordate.
23% dintre cartile din biblioteca Aurei, adica 115 carti, sunt carti in limbi strdine.
Cate carti contine biblioteca Aurei?
Un elev a rezolvat intr-o zi 9 probleme, ceea ce reprezinta 75% din totalul
problemelor pe care le avea de rezolvat. Cate probleme avea de rezolvat elevul?
in perioada reducerilor, pretul unui produs s-a micsorat cu 21 de lei. Determind
pretul initial al produsului, stiind ca reducerea aplicata a fost de 20%.
Un produs s-a scumpit cu 25%, adica cu 16,4 lei.

a) Cat costa produsul Tnainte de scumpire?

b) Care este pretul produsului dupa scumpire?

¢) Cu cat la suta trebuie redus pretul pentru a ajunge la pretul initial?
Dupa o reducere cu 20%, pretul unui ceas s-a micsorat cu 84,15 lei.

a) Determina pretul initial al ceasului.

b) Cu cat la suta trebuie marit pretul dupa reducere pentru a ajunge la pretul initial?

18. La un magazin se vinde intr-o zi % din cantitatea de cartofi avuta in depozit si

inca 4,75 kg, adica 97,5 kg. Ce cantitate de cartofi a fost in depozit?

PORTOFOLIU

Compune si rezolva
probleme cu ajutorul
ecuatiilor pe baza
reprezentarilor
grafice. Pastreaza
problemele rezolvate
in portofoliul tau.

I}

S 2l
24,5 lei

o

3200 lei 2800 lei
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Exercitii recapitulative

« Determina numarul 1. Reprezinta pe axa numerelor urmatoarele numere rationale:
rational X, stiind ca a)3-3-2 L1, ¢) 0,2;-1,5;13; 0,8; -0.4; -01;
figurile geometrice de 3 414 1 3
mai jos au acelasi b) -3 1312 3; d)12-5212-08; -5
erimetru. S .
P 2. Se considera multimea A = {—3; —%; 1%; 1,2; —%; 1,(3)2; 0,5 0; '%}

a) Determina multimile: AN Z,AnN,AnQ_,ANQ,A\N,A\Z, An@Q \ 2),
An(Z \N).

b) Reprezinta pe axa numerelor elementele multimii A.

¢) Ordoneaza descrescator elementele multimii A.

d) Determina elementele multimilor B,C, D si E,unde B= {y | yeQ,Y este opusul
2,65 cm numarului rational X, X € A}, C={y |y =Ixl,xeA},D={yly=x, X €A},

c Iy E={yly=X",XeA Xx#0}.
5 o 3. a) Determina coordonatele punctelor A, B, C, D si E reprezentate pe axa numerelor
l = din figura 1:
2,65 cm A B O C D E
= = = . — . — >
-1 0 1 2
b) i
(X . 2’72) @i Figura 1
« « b) Reprezinta pe axa numerelor din figura 2 numerele rationale 0, 1, -1, —%, %, %, —%.
>
(X +2,72) cm — 1
3 2
3+ cm Figura 2
£ & 4. Scrie ca fractii zecimale urmatoarele fractii ordinare:
> 3 211 57 2352, 2117 31, 145, 135
” )907007000 P50 20500 9397 D
34cm 5. Scrie ca fractii ordinare ireductibile urmatoarele fractii zecimale:
a) 2,21; 4,3;7,253; 0,2; c) 1,2(3); 2,21(3); 1,2(90); 0,31(21).

b) 1,(6); 3,(15); 4,(161); 0,(4);
6. Calculeaza:

Ae R
IYAERI T
07,000-8(03)+03;  g23:(-5);
d)3,5) + 3 - 3,701); ) -15): (-2).

7. Compara numerele rationale a si b:
Da=(35)* (32) 10 () 7000~ (22) () + (-5) -2 (5)

b)a= [2,(1) -3, 3,5] [-3,8)] b=31-275-45- (-33) + (-225),

+
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5 6 EAR 2 3 2 2 D ina arul
a0- 1@ (DT} @ - 4] aonal % Stind G

8. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile: suprafetele delimitate
8.1 1, 1. 2. 3,.1. . de figurile geometrice
a)X+11—3, C)6X 9 3 e)2X+3—2,(3), de mai jos au aceeasi
_y=1. 2 _5. _9). =3 arie.
b)2-Xx=5; d)3x+3,(M=F; f)(-2)- x+65=5-
9. Diferenta dintre dublul unui numar rational si 3,21 este egala cu 4,88. Determina 42 cm
numarul.
10. Suma dintre triplul unui numar rational si % este egala cu % Care este numarul? = £
o
o~ (@]
11. Produsul dintre un numar rational si -% este egal cu -0,8. Determina numarul. i 3
12. Dublul unui numar rational este cu % mai mic decat g Care este numarul? 42 cm
13. Determina un numar rational, stiind ca impartindu-l la 0,5 obtinem catul 4.
14. Diferenta a doua numere rationale este egala cu 1,(6), iar unul dintre numere 45cm
este % Care este celalalt numar? Studiaza toate cazurile posibile.
X X
15. Dupa ce a parcurs 15 km, un turist a constatat ca a parcurs % din traseu. Determina
lungimea traseului.
. . o . L. .02 . . .. 4,5cm
16. Alina citeste, intr-o zi, 84 de pagini dintr-o carte, adica 7 din numarul de pagini
ale cartii. Determina numarul de pagini ale cartii pe care o citeste Alina.
17. Pentru doua pixuri si trei stilouri, Dinu a platit 70,68 lei. Daca un pix costa
5,49 lei, determina pretul unui stilou.
18. Un produs s-a ieftinit cu 25%, adica cu 30,1 lei.

Investigatie

a) Cat costa produsul inainte de ieftinire?

b) Care este pretul produsului dupa ieftinire?

c) Cu cat la sutd trebuie marit pretul pentru ca produsul sa coste
108,36 lei?

1. Calculeaza cheltuielile familiei tale pe baza bonurilor
fiscale aferente cumparaturilor familiei si platilor
facturilor pe parcursul unei luni calendaristice.

2. Organizeaza datele intr-un tabel. Cheltuielile vor fi grupate
in urmatoarele categorii: alimente, vestimentatie, sanatate,
sport, cultura si educatie, infrumusetare, cheltuieli cu casa
(apd, gaze, curent electric, caldurd, reparatii etc), internet si
telefon, rate, alte cheltuieli.

3. Identifica categoriile care implica cele mai mari cheltuieli.

4. Scrie trei metode de reducere a cheltuielilor.
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UNITATEA 4 Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 40 puncte

15 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(5p.) A. Suma numerelor rationale —% Si % este:
2. 4. 7. 13
a)7; b-7; d-55 dip
(5p.) B. Dintre numerele 1,(21);1,212;1,2(1); 1,21 mai mare este:
a)1,(21);  b)1212  ¢)12(1); d)1,21.
Gp) C. Solutia ecuatiei % ‘X =1,X€Q este:
1. _L : 4
a)z; bl-z; o5 d)g.
20 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.
(5p.) A. Inversul numarului rational —% este ...
(5p.) B.Daca a = —%, atunci suma dintre |a| si opusul numarului rational a este egala cu ...
2
(5p.) C. Rezultatul calculului 9 - <—%) este....
(5p.) D. Solutia ecuatiei 3 - X =-0,35, X €Q, este ...

5 puncte 3. Scrie pe foaie litera corespunzatoare raspunsului corect.
Afirmatia ,Daca a=-12sib = g, atunci |al = b este:
a) adevarata;  b) falsa.

Subiectul al ll-lea 50 puncte
Scrie rezolvdrile complete.
s[n_6.(2 2]. 2
10 puncte 1. Calculeaza 6 35.< 5) 21+272,

10 puncte 2. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatia
a -
(-3)+5x=02.

30 puncte 3. Un produs s-a ieftinit cu 20%, adica cu 12,5 lei.
(10 p.) A. Cat costa produsul inainte de ieftinire?

(10 p.) B. Care este pretul produsului dupa ieftinire?
(10 p.) C. Cu cat la suta trebuie marit pretul pentru a ajunge la pretul initial?
Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.

LA SF[\R$ITUL ACESTEI UNITA‘[I: 5foarte bine 4bine 3 mediu 2slab  1foarte slab
Pot sa compar doua sau mai multe numere rationale.
Pot sa efectuez calcule cu numere rationale.

Pot sa formulez si sa rezolv probleme folosind ecuatii.
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UNITATEA 5 Notiuni geometrice fundamentale

In matematica se intalnesc propozitii in care sunt mentionate insusirile esentiale ale
unor categorii de obiecte. O astfel de propozitie se numeste definitie. Prin definitie
se precizeaza ce inteles se da unei notiuni. Pentru a defini o notiune vom folosi
cunostintele despre punct, dreapta, plan si alte notiuni definite anterior.

Propozitiile matematice care exprima adevaruri care se admit fara demonstratii se
numesc axiome.

Propozitiile matematice care exprima adevaruri ce trebuie demonstrate se numesc
teoreme. Enuntul unei teoreme are doud parti: ipoteza (formatd din informatiile pe
care enuntul teoremei le presupune adevarate) si concluzia (formata din ceea ce
enuntul teoremei afirma ca se poate deduce din ipotezd, prin demonstratie).

Daca se schimba o parte din ipoteza unei teoreme cu concluzia acesteia, se obtine o
| alta propozitie matematica. Daca aceasta este adevarata, ea reprezinta o noua
' teorema, numita teorema reciproca.

Teorema si reciproca ei se pot concentra intr-o singura teorema, folosind in formularea
enuntului acesteia expresia ,daca si numai daca”.

1. Unghiuri opuse la varf. Unghiuri formate in jurul unui
punct. Unghiuri complementare, unghiuri suplementare

Descopar

a) Construieste un unghi cu masura egala cu 60° si noteaza-l AOB.

b) Pe semidreapta opusa semidreptei OB fixeaza un punct C, iar pe semidreapta
opusa semidreptei OA fixeaza un punct D.

e ) Masoara unghiurile AOC, BOD si DOC si scrie pe caiet masurile lor.
= d) Ce poti spune despre unghiurile AOB si DOC? Dar despre unghiurile AOC si BOD?
-— e) Calculeaza suma masurilor unghiurilor AOC, COD, DOB si BOA.

Unghiuri opuse la varf
Definitie. Doua unghiuri cu acelasi varf se numesc opuse la varf daca laturile lor
sunt, respectiv, semidrepte opuse.

EXEMPLU:

in figura 1, punctele A, O, B si, respectiv, C, O, D sunt coliniare, asadar <AOC si
<DOB, precum si <AOD si <BOC sunt unghiuri opuse la varf.

Punctele A, O si B din figura 1 sunt coliniare, deci <AOB = 180°.
Figura 1 Cum <AOB = <AOD + <«BOD rezulta <AOD = <AOB - <BOD = 180°-<BOD.

Analog, punctele C, O si D din figura 1 sunt coliniare, deci <COD = 180°.
Cum <COD = <COB + <BOD rezulta <COB = <COD - <BOD = 180°-<BOD.

Am obtinut <AOD = 180°-<BOD si <COB = 180°-<BOD, de unde rezulta
<AOD = <(COB.
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Notiuni geometrice fundamentale

Cum <AOD si <COB sunt unghiuri opuse la varf, putem formula un rezultat foarte
important:

Teorema 1. Daca doua unghiuri sunt opuse la varf, atunci ele sunt congruente.

EXEMPLU:
in figura 2, <AOD = <COB si <AOC = <DOB.

ATENTIE!

in figura 3 nu exista unghiuri opuse la varf. <MSP si <QSN au acelasi varf
(punctul S), laturile SM si SN sunt semidrepte opuse, dar laturile SP si SQ nu
sunt semidrepte opuse.

Unghiuri formate in jurul unui punct

Definitie. Trei sau mai multe unghiuri se numesc unghiuri formate in jurul unui
punct daca:

- au acelasi varf (punctul respectiv),

- oricare doua dintre ele au interioarele disjuncte,

- prin reuniunea unghiurilor si a interioarelor lor se obtine planul.

EXEMPLE:

Unghiurile AOB, BOC si COA din figura 4 sunt unghiuri formate in jurul punctului O.

Unghiurile MRN, NRP, PRQ si QRM din figura 5 sunt unghiuri formate in jurul
punctului R.

Unghiurile QRN, NRP si PRQ din figura 5 sunt unghiuri formate in jurul punctului R.
ATENTIE!

Unghiurile PRQ, QRN si MRP din figura 5 nu sunt unghiuri formate in jurul
punctului R deoarece unghiurile QRN si MRP nu au interioarele disjuncte.
in figura 6 semidreapta OD este opusa semidreptei OB.

Unghiul BOD este alungit, deci <BOD = 180°. Rezulta
<BOA + <AOD = 180° si <BOC + <COD = 180°. Astfel,
<BOA + <AOD + <BOC + <COD =180°+ 180° = 360°.

Formulam acest rezultat astfel:

Teorema 2. Suma masurilor unghiurilor formate in
jurul unui punct este egala cu 360°.

Figura 6

Unghiuri complementare. Unghiuri suplementare

Definitie. Doua unghiuri se numesc complementare daca suma masurilor lor este
egala cu 90°. in acest caz, fiecare unghi este un complement al celuilalt.

EXEMPLE:

1.Doua unghiuri care au masurile egale cu 23° si, respectiv, 67° sunt
complementare deoarece 23° + 67° = 90°.

2. Complementul unui unghi cu masura egala cu 15° are masura egala cu
90° - 15° =75°.

UNITATEA 5

Figura 3

A

Figura 5

STIATI CA...?

Cuvantul complementar
provine din limba lating,
complementum =
intregire, completare.
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UNITATEA 5 Notiuni geometrice fundamentale

STIATI CA...? Definitie. Doua unghiuri se numesc suplementare daca suma masurilor lor

. este egala cu 180°. in acest caz, fiecare unghi este un suplement al celuilalt.
Cuvantul suplementar

provine din limba latina, EXEMPLE:
supplementum =

. 1. Doua unghiuri care au masurile egale cu 56° si, respectiv, 124° sunt
suplimentare. ’

suplementare deoarece 56° +124°=180°.
2. Suplementul unui unghi cu masura egala cu 105° are masura egala cu
180°-105°=75°.
OBSERVATII

1.Daca doua unghiuri au acelasi complement (suplement), atunci acestea
sunt congruente.

2. Suplementul unui unghi drept este tot un unghi drept.

*A Exercitii rezolvate

1. Unul dintre cele patru unghiuri formate in jurul punctului de intersectie a doua
drepte concurente are masura egala cu 83°49’. Determina masurile celorlalte trei

e — unghiuri.
D Rezolvare:
¢ Realizam o configuratie geometrica care sa respecte informatiile din enuntul
Figura 7 problemei (figura 7).
OBSERVATIE Presupunem ca <AOB = 83°49’. Unghiurile AOB si COD sunt opuse la varf, de
. unde rezulta <COD = <AOB = 83°49'.
Presupunerea ca _ o )
<AOB = 83°49’ nu Punctele A, O si C sunt coliniare, deci <AOC = 180° = <AOB + «BOC =180°=
modifica rezultatul = 83°49’ + 4BOC = 180° = <BOC = 180°- 83°49' = 179°60’ - 83°49’ = 96°11.

roblemei. .. . A . .
g Unghiurile BOC si AOD sunt opuse la varf, de unde rezulta <BOC = <AOD, deci

<AOD =96°17..
Asadar, doua dintre cele trei unghiuri au masura egala cu 96°17, iar cel de-al
treilea unghi are masura egala cu 83°49'.

. Doua drepte, a si b, se intersecteaza in punctul 0. Determina masura fiecaruia
dintre cele patru unghiuri formate in jurul punctului O, stiind ca suma masurilor
a doua dintre acestea este egala cu 135°.

Rezolvare:

Cele doua unghiuri formate n jurul punctului O, pentru care suma masurilor este
. egala cu 135°, sunt opuse la varf. Cum acestea sunt congruente, fiecare dintre
ele va avea masura egala cu 135°:2 = 67°30". Masura fiecaruia dintre celelalte
doua unghiuri (care sunt si ele opuse la varf, deci congruente) este egala cu
180°-67°30"=179°60" - 67°30’ = 112°30".

Asadar, doua dintre unghiuri au masura egala cu 67°30/, iar celelalte doua au
masura egala cu 112°30".




UNITATEA 5

Notiuni geometrice fundamentale

3. Determina masura unui unghi, stiind ca masura complementului sau este de trei
ori mai mare.

Rezolvare:

Pentru rezolvarea problemei folosim metoda figurativa. Reprezentam prin
segmente masura unghiului si masura complementului sau folosind informatiile
din problema:

masura unghiului P

masura complementului : :

90° : 4 =22°30". Masura unghiului este egala cu 22°30".

900

7, 2
|.I

Aplic ~a

e

1. a) Scrie perechile de unghiuri complementare: <A = 25°,<B = 70°, <C = 23°20’,
<D =20°, <E = 48°36', «F =75°, <G =13°15’, <H = 63°28’, <l = 66°40’, <) = 65°,
<K =76°45", <L = 41°24', <M = 26°32’, <N = 15°. Exemplu: <A si </
b) Scrie perechile de unghiuri suplementare: <A = 24°, <B = 143°, <C = 115°47’,
<D =156°, <E = 27°, <F =159°25’, <G = 37°, <H =153°, <l = 64°13’, <) =20°35’.

2. Determina masura complementului unghiului cu masura egala cu: @

a) 75°; b) 13° 45, c) 38°; d) 83°9..
3. Determina masura suplementului unghiului cu masura egala cu:
a) 38°; b) 135°; C) 74°13" d) 118°20".

4. a) Determina masura a doua unghiuri complementare congruente.
b) Determina masura a doua unghiuri suplementare congruente.

5. Scrie perechile de unghiuri opuse la varf din figura 8.

6. In figura 9 sunt reprezentate dreptele AB si CD, concurente in punctul 0. Punctul
E apartine interiorului unghiului AOC si punctul F apartine interiorului unghiului
BOD, astfel incat punctele E, O si F nu sunt coliniare. Completeaza spatiile
punctate pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Semidreptele OA si OB sunt 1) Punctele A, O si B sunt ...

semidrepte ... m) Unghiurile BOD si BOC sunt ...
b) Varful unghiului AOC este punctul ... p) Unghiurile COE si ... sunt
¢) Laturile unghiului COB sunt .... si ... suplementare. Figura 9
d) Unghiul FOB este unghi ... 0) <AOD = « ...

e) Unghiul EOF este unghi ...
f) Unghiul COD este unghi ...

g) Unghiul OBA este unghi ...

h) <AOB = ..°

i) <0DC = ..°

j) Punctul B apartine ... unghiului FOC.

k) Punctul C apartine ... unghiului AOD.

p) Unghiul DOB si unghiul ... sunt
unghiuri opuse la varf.

q) Perechile de unghiuri opuse la varf
sunt: ...

r) <AOC + <COB = ..°

s) Unghiurile ..., ... si ... sunt unghiuri in
jurul punctului O.
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UNITATEA 5 Notiuni geometrice fundamentale

7. Folosind figura 9, completeaza casetele cu A, daca propozitia este @
adevarata si cu F, daca propozitia este falsa.

a) Semidreptele OE si OF sunt semidrepte opuse. [ ]

b) Punctele D, O si E sunt coliniare. []

c) Varful unghiului DOF este punctul 0.[]

d) Laturile unghiului FOB sunt semidreptele FO si BO.[]

e) <AOE = <EOD.[]

f) Unghiul ODC este unghi nul. []

g) <BOA = 180°.[]

h) Unghiurile AOD si BOF sunt opuse la varf.[]

i) Unghiurile AOD, AOC, COF si BOD sunt unghiuri in jurul punctului 0.[]

8. In figura 10 sunt reprezentate dreptele concurente AC si BD, AC n BD = {O}.
Determina masurile unghiurilor BOC, AOB si COD, stiind ca <AOD = 27°.

9. n figura 11 sunt reprezentate punctele A, O, B, C si D, astfel incat AB n CD = {O}.
Determina masurile unghiurilor AOD, AOC si COB, stiind ca <BOD = 115°15'.

10. Doua drepte, a si b, se intersecteaza in punctul O. Unul dintre cele patru unghiuri
formate in jurul punctului O are masura egala cu 75°20’. Determina masurile
celorlalte trei unghiuri.

11. Unghiurile MON si POQ sunt opuse la varf. Determina suma masurilor lor, stiind

Figura 1 ca masura complementului unghiului MON este egala cu 48°.
12. Suma masurilor a doua unghiuri opuse la varf este egala cu 95°. Determina
masura celor doua unghiuri.
13. a) Determina masura fiecaruia dintre cele patru unghiuri formate in jurul
punctului de intersectie a doua drepte concurente, stiind ca suma masurilor a
doua dintre acestea este egala cu 160°.
b) Determina masura fiecaruia dintre cele patru unghiuri formate in jurul
punctului de intersectie a doua drepte concurente, stiind ca suma masurilor a
trei dintre acestea este egala cu 230°.
14. in figura 12 sunt reprezentate punctele O, A, B, C, D, E si F, astfel incat punctele B,
AN TR 0, E si, respectiv, F, O, C sunt coliniare, <BOC = 90°, A € Int(<BOF), <AOC = 110°,
iar semidreptele OA si OD sunt opuse.
F ¢ a) Scrie perechile de unghiuri opuse la Varf.
0 b) Scrie perechile de unghiuri complementare.
Ee &D ¢) Scrie perechile de unghiuri suplementare.
Figura 12 d) Determina masurile unghiurilor AOB, EOD, COD, AOF, DOF si AOE.

15. a) in jurul unui punct se formeaza patru unghiuri. Determina masura fiecaruia
dintre ele, stiind ca sunt congruente.

b) Tn jurul unui punct se formeaza cinci unghiuri. Determind masura fiecaruia
dintre ele, stiind ca sunt congruente.

¢) Tn jurul unui punct se formeaza sase unghiuri. Determind masura fiecaruia
dintre ele, stiind ca sunt congruente.

d) Realizeaza un desen pentru fiecare dintre punctele a), b) si c).
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16. Deseneaza trei unghiuri formate in jurul unui punct, astfel incat doua dintre
acestea sa aiba masurile egale cu 70° si, respectiv, 130°. Calculeaza masura celui
de-al treilea unghi.

17. Suma masurilor a patru dintre cele cinci unghiuri formate in jurul unui punct
este egala cu 285°. Care este masura celui de-al cincilea unghi?

18. Doua dintre cele cinci unghiuri formate in jurul unui punct sunt congruente, iar
suma celorlalte trei este egala cu 265°. Determina masura celor doua unghiuri
congruente.

19. Unghiurile AOB, BOC si COA sunt trei unghiuri formate in jurul punctului O, astfel
incat <AOB = 53°25', <BOC = 3 - (<AOB).

a) Determina masurile complementului si suplementului unghiului AOB.
b) Determina masura suplementului unghiului BOC. B C
c) Determina masura unghiului COA.

20. In figura 13 sunt reprezentate unghiurile AOB, BOC, COD, DOE si EOA, formate in jurul - .

punctului O, astfel incat punctele A, O si D sunt coliniare, <AOB = <BOC = <«COD A 0 D
si <AOE = <EOD. Determina masurile unghiurilor AOB, BOD si EOB.
Rezolva problemele urmatoare folosind metoda figurativa. E
21. Determina masura unui unghi, stiind ca masura complementului sau este: Figura 13
a) de douad ori mai mare; ¢) cu 30° mai mare;
b) de trei ori mai micg; d) cu 75° mai mica.
22. Determina masura unui unghi, stiind ca masura suplementului sau este:
a) de trei ori mai mare; ¢) cu 70° mai mare;
b) de patru ori mai mica; d) cu 130° mai mica.

23. Diferenta masurilor a doua unghiuri este egala cu 34°.
a) Determina masurile unghiurilor, stiind ca acestea sunt unghiuri complementare.
b) Determind masurile unghiurilor, stiind ca acestea sunt unghiuri suplementare.

24. Tn figura 14 sunt reprezentate dreptele concurente MN si PQ, MNNPQ = {O}.
Determina masurile unghiurilor MOP, PON, QON si MOQ, stiind ca masura

R . . . ay o Fi 14
unghiului MOP este de doua ori mai mare decat masura unghiului PON. eura
25. n figura 15 sunt reprezentate dreptele AC si BD, concurente in punctul O. *B
Determina masurile unghiurilor AOB, BOC, COD si AOD, stiind ca masura unghiului A
AOD este cu 32° mai mare decat dublul masurii unghiului AOB.
26. Unghiurile AOB, BOC si COA sunt unghiuri formate in jurul punctului O. Determina 0
masurile unghiurilor BOC si AOC, stiind ca <AOB = 120°si <BOC = 25°+<AOC. C
27. Unghiurile AOB, BOC, COD, DOE si EOA sunt unghiuri formate in jurul punctului O. D
Determina masurile acestora, stiind ca <AOB = <BOC= <COD, <DOE = 6 - (<AOB), Figura 15

<AOE =70° + <AOB.

gy
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Notiuni geometrice fundamentale

2. Unghiuri adiacente. Bisectoarea unui unghi.

Constructia bisectoarei unui unghi

Descopar

1. Pe o coala de hartie deseneaza un unghi cu masura egala cu 60°.

w o N

unghiului, avand originea in varful unghiului.

Pliaza foaia, astfel incat laturile unghiului sa se suprapuna.
Folosind rigla, traseaza cu creionul semidreapta formata prin pliere in interiorul

4. Masoara cele doua unghiuri determinate de semidreapta desenata si laturile

Figura 1 unghiului. Ce poti spune despre aceste unghiuri?

init @ @ O

N 146

Definitie. Un unghi care nu este nici nul, nici alungit se numeste unghi propriu.

A M
R
¢ T
S
N
5 p

Figura 2

Unghiurile DEF si EDF din figura 3 nu sunt unghiuri proprii, acestea sunt unghiuri
improprii (unghiul DEF este unghi alungit, unghiul EDF este unghi nul).

D E F
Figura 3

Unghiuri adiacente

Definitie. Doua unghiuri proprii care au acelasi varf, o latura comuna, iar celelalte
doua laturi se afla de o parte si de alta a dreptei care contine latura comuna se
numesc unghiuri adiacente.

OBSERVATIE
Interioarele a doua unghiuri adiacente sunt disjuncte.

EXEMPLU:

Unghiurile AOB si BOC din figura &4 sunt adiacente: au acelasi varf - punctul O,
semidreapta OB este latura comuna si semidreptele OA si OC se afla de o parte
si de alta a dreptei OB (Int(<AOB) N Int(<«BOC) = @).

Unghiurile AOB si AOC din figura 4 nu sunt adiacente: au acelasi varf - punctul O,
semidreapta OA este latura comuna, dar semidreptele OB si OC nu se afla de o
parte si de alta a dreptei OA (Int(<AOB) N Int(<AOC) # @).

EXEMPLU:

Unghiurile ABC, MNP
si RST din figura 2 sunt
unghiuri proprii
(unghiul ABC este
unghi ascutit, unghiul
MNP este unghi drept,
unghiul RST este
unghi obtuz).

STIATI CA...?

Cuvantul adiacent
provine din limba latina,
adiacens, adiacentis =
invecinat.

Figura &4
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Bisectoarea unui unghi
Definitie. Se numeste bisectoarea unui unghi propriu o semidreapta cu originea
in varful unghiului, inclusa in interiorul unghiului, care formeaza cu laturile
B
Figura 5

OBSERVATIE
Bisectoarea unui unghi propriu este unica. ) .
Cuvantul bisectoare e
compus din doua
cuvinte din limba latina:
bis = de doud ori si

secare = a tdia.

acestuia unghiuri congruente.
in figura 5, semidreapta BD este bisectoarea unghiului ABC. Astfel, <ABD = <DBC.
STIATI CA..2

Constructia bisectoarei unui unghi
Bisectoarea unui unghi se poate construi cu ajutorul raportorului si al riglei sau

cu ajutorul riglei negradate si al compasului.

Constructia bisectoarei unghiului ABC folosind raportorul si rigla se realizeaza astfel:

1. Masuram unghiul (figura 6).
2. Impdrtim masura unghiului la 2, determinand astfel masura fiecaruia dintre cele doua unghiuri formate

de bisectoare cu laturile unghiului initial.
3. Marcam cu creionul un punct in dreptul diviziunii raportorului care indica jumatate din masura unghiului

(figura 7).
4. Trasam semidreapta cu originea in varful unghiului, care contine punctul marcat anterior.

\\\"\““\:'“"“"]""f“"f m
\\ﬂ“\\ o0 / ’%/,
w0 /Y

Aceasta semidreapta este bisectoarea unghiului ABC (figura 8).
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Figura 6
Constructia bisectoarei unghiului ABC folosind compasul si rigla
1. Fixam varful compasului in varful unghiului si trasam un cerc care intersecteaza laturile unghiului in doua
puncte, pe care le notam M si N (figura 9).
2. Fixam varful compasului in punctul M si trasam un cerc (deschiderea compasului este mai mare sau egala

decat jumatate din distanta dintre punctele M si N) (figura 10).
3. Fixam varful compasului, care are aceeasi deschidere ca cea folosita la punctul 2, in punctul N si trasam
un cerc, care intersecteaza cercul trasat la pasul anterior in unul sau doua puncte. Notam cu P punctul de

intersectie (sau unul dintre punctele de intersectie) care apartine interiorului unghiului ABC (figura 11).
4. Trasam, cu ajutorul riglei, semidreapta BP. Aceasta semidreapta este bisectoarea unghiului ABC (figura 12)
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UNITATEA 5 Notiuni geometrice fundamentale

Figura 9 Figura 10

Figura 11 Figura 12

Exercitii rezolvate

B 1. Fie AOB si BOC doua unghiuri, astfel incat <AOB = 70°12" si <BOC = 48°.
Determina masura unghiului AOC daca:

70012/ a) unghiurile AOB si BOC sunt adiacente;

b) unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente.

Rezolvare:

a) <AOC = <AOB + <BOC = 70°12" + 48°= 118°12’ (figura 13).

b) Deoarece unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente si <AOB > <BOC,
punctul C apartine interiorului unghiului AOB (figura 14).

<AOC = <AOB - <BOC = 70°12" - 48°=22°12".
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Notiuni geometrice fundamentale UNITATEA 5

2. Semidreptele OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor adiacente AOB si, respectiv,
BOC si <MON = 68°.
a) Determina masura unghiului AOC.
b) Determina masurile unghiurilor AOB si BOC, stiind cd masura unghiului AOB
reprezinta % din masura unghiului BOC.

Rezolvare:
0

a) Realizam desenul corespunzator datelor problemei (figura 15).

Semidreapta OM este bisectoarea unghiului AOB, deci <AOM = <MOB si
<AOB =2 - (<MOB).

Semidreapta ON este bisectoarea unghiului BOC, deci <BON = <NOC si
<BOC =2 (<«BON).

<AOC = <AOB + <BOC =2 - (<MOB) + 2 - (<BON) = 2 - (<MOB + <BON) = 2 - («MON) =
=2-68°=136°.

b) Folosim metoda figurativa: reprezentam prin segmente masurile unghiurilor
AOB si BOC.

masura unghiului BOC
masura unghiului AOB

136°:5 = 27°12
<AOB =2 -27°12' = 54°24', «BOC =3 - 27°12" = 81°36"

Figura 15

me———E

Aplic

1. a) Construieste doud unghiuri adiacente complementare.
b) Construieste doud unghiuri adiacente suplementare.

2. a) Construieste, folosind raportorul si rigla, un unghi cu masura egala cu 80° si
bisectoarea acestuia.

b) Construieste, folosind raportorul si rigla, un unghi cu masura egala cu 140° si
bisectoarea acestuia.

3. Construieste, folosind rigla negradata si compasul, bisectoarea unui unghi:
a) ascutit; b) drept; c) obtuz.
4. Scrie perechi de unghiuri adiacente din urmatoarele figuri geometrice:
A

5. Masura unghiului ABC este egala cu 70° si masura unghiului CBD este egala cu
50°. Construieste unghiurile ABC si CBD si determina masura unghiului ABD daca
unghiurile ABC si CBD sunt:

a) adiacente; b) neadiacente.
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\ 6. Folosind figurile geometrice de mai jos, precizeaza daca unghiurile indicate in
fiecare caz sunt adiacente. Argumenteaza raspunsul.

a) <ABC si <DBA; c) <PNQ si <RNQ; e) <HFG si <EFH;
b) <MNP si <QNR; d) <SUT si <UTV; f) <IEF si <GFH.
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7. Semidreapta OM e bisectoarea unghiului AOB. Determina:
a) masura unghiului AOM, stiind ca <AOB = 78°;
b) masura unghiului BOM, stiind ca <AOM = 24°30
¢) masura unghiului AOB, stiind cd <BOM = 86°.

8. Se considera un unghi MNP. Semidreapta NQ e bisectoarea unghiului MNP,
semidreapta NT e bisectoarea unghiului MNQ, iar semidreapta NS e bisectoarea
unghiului QNP.

a) Determina masura unghiului MNP, stiind ca <MNT = 23°.
b) Determina masura unghiului MNS, stiind cd <PNS = 32°15’.

¢) Determina masura unghiului TNQ, stiind cd <MNP = 120°.
d) Determina masura unghiului TNS, stiind cd <MNP = 100°.
e) Determina masura unghiului MNS, stiind ca «TNS = 38°.
9. In figura 16 sunt reprezentate punctele A, B, C, D si E, astfel incat punctele B, C si

& D E sunt coliniare, <ACB = <DCE = 60°, iar punctele A si D sunt situate de aceeasi
parte a dreptei BC. Demonstreaza ca semidreapta CA este bisectoarea unghiului

B c E BCD.
Figura 16 10. Unghiurile AOB si AOC sunt adiacente suplementare. Pe bisectoarea unghiului

AOC se considera un punct M. Determina masurile unghiurilor AOM si AOB, stiind
ca <BOM = 142°,

11. Unghiurile MON si NOP sunt adiacente complementare, semidreapta 0Q e
bisectoarea unghiului NOP si <NOQ = 34°. Determina masura unghiului MON.

12. Unghiurile AOC si BOC sunt adiacente suplementare, iar semidreptele OE si OD
sunt bisectoarele unghiurilor AOC si, respectiv, BOC. Determina masurile
unghiurilor EOD, COD, EOB si AOD, stiind ca <AOE = 38°.

13. Unghiurile AOC si BOC sunt adiacente suplementare si <BOC = 138°. Semi-
dreapta OM este bisectoarea unghiului AOC, iar semidreapta ON este opusa
semidreptei OM. Determina masurile unghiurilor AOM, BON si CON.

14. a) Determina masura unghiului format de bisectoarele a doud unghiuri adiacente
complementare.

b) Determina masura unghiului format de bisectoarele a doua unghiuri adiacente
suplementare.
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15. a) Bisectoarele a doua unghiuri adiacente formeaza un unghi cu masura egala cu
58°. Determina suma masurilor celor doua unghiuri.

b) Suma masurilor a doud unghiuri adiacente este egala cu 88°. Determina
masura unghiului format de bisectoarele acestora.

16. Demonstreaza ca bisectoarele a doua unghiuri opuse la varf sunt semidrepte opuse.

17. Fie AOB si BOC doua unghiuri, astfel incat <AOB = 53°27' si <BOC = 72°.
Determina masura unghiului AOC daca:

a) unghiurile AOB si BOC sunt adiacente;
b) unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente.

18. Unghiurile AOB si BOC sunt suplementare si masura unghiului AOB este egala
Ccu 54°.

a) Determind masurile unghiurilor AOC si BOC, stiind ca unghiurile AOB si BOC
sunt adiacente.

b) Determina masura unghiului AOC, stiind ca unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente.
19. Unghiurile MON si NOP sunt complementare si <NOP = 32°.
a) Determina masura unghiului MOP, stiind cd unghiurile MON si NOP sunt adiacente.

b) Determina masura unghiului MOP, stiind ca unghiurile MON si NOP nu sunt
adiacente.

20. Fie AOB si BOC doua unghiuri, astfel incat <AOB = 87°25'si <BOC = 92°35.. =2

a) Determina masura unghiului AOC, stiind ca unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente.

b) Demonstreaza ca, daca unghiurile AOB si BOC sunt adiacente, atunci
semidreptele OA si OC sunt opuse.

21. Fie ACD si DCE doua unghiuri adiacente suplementare. Semidreapta CB e
bisectoarea unghiului ACD si <DCB = 66°. Determina masurile unghiurilor ACB,
ACD, DCE si ECB.

22. ninteriorul unghiului AOB cu masura egala cu 70° se considerd punctele M si N,
astfel incat <AOM =15° si <AON =55°. Demonstreaza ca unghiurile AOB si MON
au aceeasi bisectoare.

23. Unghiurile AOB, BOC, COD si DOA sunt unghiuri formate in jurul punctului O,
astfel incat <AOB = 90°, <BOC = <AOB +25° si <«COD = 90°. Semidreptele
OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor BOC si, respectiv, AOD. Demonstreaza ca
punctele M, O si N sunt coliniare.

24, Unghiurile AOB si AOC nu sunt adiacente, <AOB = 46° si <AOC = 122°.
Determina masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AOB si BOC.

Rezolva problemele urmatoare folosind metoda figurativa.
25. Determina masurile unghiurilor adiacente AOB si BOC, stiind ca <AOC = 162° si
masura unghiului AOB este cu 16° mai mica decat masura unghiului BOC.

26. Determina masurile unghiurilor adiacente ABC si CBD, stiind ca <ABD = 168° si
4 - (<«ABC) = 3 - (<CBD).

27. Masura unghiului format de laturile necomune a doua unghiuri adiacente este
egala cu 85°. Determina masurile celor doua unghiuri, stiind ca masura unuia
dintre ele este de patru ori mai mica decat masura celuilalt.
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Notiuni geometrice fundamentale

Figura 1

it ® @ ®

STIATI CA..?2

Cuvantul paralele este
compus din doua
cuvinte ce provin din
limba greaca:

para = alaturi si
allelon = unul cu altul.

STIATI CA..?2

Cuvantul echer este
compus din doua
cuvinte ce provin din
limba latina: ex = de lq,
din si quadrare = a tdia
in unghiuri drepte.

N 152

3. Drepte paralele. Axioma paralelelor.
Criterii de paralelism. Aplicatii practice in poligoane
si corpuri geometrice

imi amintesc

Folosind figura 1, completeaza spatiile libere cu unul dintre cuvintele ,paralele” sau
,concurente” pentru a obtine enunturi adevarate.

Dreptele a si d sunt... Dreptele d si fsunt ...
Dreptele d si e sunt ... Dreptele c si b sunt ...
Dreptele b si fsunt...

Drepte paralele

Definitie. Doua drepte continute in acelasi plan, care nu au niciun punct comun,
se numesc drepte paralele.

EXEMPLU:
a
" d, d,
0
Dreptele a si b sunt paralele Dreptele d, si d, nu sunt paralele
(anb = @).Notama || b. (d,nd,={0}). Notam d, } d,.
OBSERVATII

1.Dacaa || b, atunci b || a.
2.Dacaa || b, b || csidreptele a si c sunt distincte, atunci a || c.

3.Dacd a || bsib 4 c, atunci a 4 c. (Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice
dreapta care o intersecteaza pe una dintre ele o intersecteaza si pe cealalta.)

Constructia unei drepte paralele cu o dreapta data

Fiind data o dreapta d si un punct A, care nu apartine dreptei d, ne propunem sa
construim o paralela la dreapta d care contine punctul A. Vom avea nevoie de
doua instrumente, rigla si echer.

1. Fixam echerul cu latura cea mai mare (latura opusa unghiului drept) pe dreapta
d, cain figura 2.

2. Sprijinim rigla pe una dintre celelalte doua laturi ale echerului ca in figura 3.

3. Translatam echerul pe muchia riglei pana cand latura cea mai mare a acestuia
trece prin punctul A, ca in figura 4.

4, Trasam dreapta a, paralela cu dreapta d (A € a), ca in figura 5.
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Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5

Axioma paralelelor

Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura paralela la acea gT/aT| A 2

dreapta. . .
Axioma paralelelor mai

Unghiuri formate de doua drepte cu o secanta este cunoscuta si cu

Definitie. O dreapti care intersecteaz doud drepte incluse in acelasi plan, in  d€numirea ,axioma ui

diferi . Euclid”. Euclid a fost un
puncte | erlte, se nume:;:te secanta. matematician grec

(sec. Il T.e.n.), autorul
unui tratat numit
Elementele, ce
reprezinta prima
expunere sistematica a
cunostintelor de

_ b
N\ M ck P geometrie.

Figura 6 Figura 7

€

Dreapta ¢ din figura 6 este secanta dreptelorasib(anc={B,bnc={N},B#N). Cuvantul secanta
provine din limba latina:

secans, secantis = care
Tinand cont de pozitia fata de cele doua drepte si fata de secanta, cu cele opt unghiuri  taie.

se pot constitui perechi, carora s-a convenit a li se da urmatoarele denumiri:

Doua drepte formeaza cu o secanta opt unghiuri (figura 7).

unghiuri alterne interne (<ABN si <PNB sau <CBN si <BNM);

unghiuri alterne externe (<ABD si «<PNQ sau <DBC si <MNQ);

unghiuri interne de aceeasi parte a secantei (<ABN si <MNB sau <CBN si <PNB);
unghiuri externe de aceeasi parte a secantei (<ABD si <MNQ sau <CBD si <PNQ);
unghiuri corespondente (<«ABD si <MNB sau <DBC si <PNB sau <ABN si <MNQ
sau <CBN si <PNQ).

Criterii de paralelism

Teorema 1. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri
alterne interne congruente, atunci dreptele sunt paralele (figura 8).

C C
. o . o
A /ZB C A J/ 7
b N _ b N .
M /Q p M /Q p

<4ABN=<PNB=a| b <CBN=<BNM=a | b
Figura 8
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Se pot formula urmatoarele rezultate foarte importante:

Consecinta 1. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri alterne externe congruente,
atunci dreptele sunt paralele (figura 9).

/7‘-‘/D 0 /Z STIATI CA...?
a _ a o

= B Cuvantul consecinta
A provine din limba latina
b N _
Mmoo p Mo ¥ p

consequentia = urmare.
<ABD=<PNQ=a| b <DBC=<MNQ=>a| b
Figura 9

[k
(@)
>

> 4
N
>

[@aX

Consecinta 2. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri corespondente congruente,
atunci dreptele sunt paralele (figura 10).

A B c A B
b N b N b N b N
M /Q p M /Q p M }/Q p M /Q/ p
4ABD=<MNB=al|b <CBD=<BNP=a|b <ABN=<MNQ=a|b <CBN=<PNQ=al|b
Figura 10

Consecinta 3. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele (figura 11).

c c
a D a ﬁ)

A /778 C A /24/ ¢
b N . b N/N .
M A) p M /Q p

<ABN + <MNB=180° = a || b <CBN +<PNB=180°=>a|| b
Figura 11

Consecinta 4. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri externe -
de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele (figura 12).

c c
a D . a v
A B C A B C
b N ~ b N ~
M Q P M Q P
<ABD + <MNQ=180°=>a | b <CBD+<PNQ=180°=a b
Figura 12
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Teorema 2. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta perechi de unghiuri OBSERVATIE

alterne interne congruente.
Teorema 2 este

Se pot formula urmatoarele consecinte: reciproca teoremei 1.
Consecinta 1. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta perechi de unghiuri

alterne externe congruente.

Consecinta 2. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta perechi de unghiuri .
corespondente congruente. a D

Consecinta 3. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta perechi de unghiuri A B C
interne de aceeasi parte a secantei suplementare. A

b N
Consecinta 4. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta perechi de unghiuri M /Q P

externe de aceeasi parte a secantei suplementare.
" Figura 13

Folosind figura 13,

-

<ABN = <PNB, <CBN = <BNM (unghiuri alterne interne congruente)

<ABD = <PNQ, <DBC = <MNQ (unghiuri alterne externe congruente)

alb=4  <ABD = <MNB, <DBC = <PNB, <ABN = <MNQ, <CBN = <PNQ (unghiuri corespondente congruente)
<ABN + <MNB = 180°, <CBN + <PNB = 180° (unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare)

| <ABD + <MNQ = 180°, <CBD + <PNQ = 180° (unghiuri externe de aceeasi parte a secantei suplementare)

Exercitii rezolvate

1. Demonstreaza cd, daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri
alterne interne congruente, atunci celelalte unghiuri alterne interne sunt

congruente si unghiurile interne de aceeasi parte a secantei sunt suplementare. C
Rezolvare: a % X
Realizam un desen care sa corespunda datelor problemei (figura 14). A /B c
Presupunem ca unghiurile alterne interne congruente sunt <ABN si <BNP. in b , N

acest caz, cealalta pereche de unghiuri alterne interne este formata din unghiurile M A) P

CBN si MNB.
<ABN = <BNP }

Figura 14

<CBN = 180°-<ABN
<MNB = 180°-<BNP

= <CBN = <MNB = Celelalte unghiuri alterne interne
sunt congruente.

<ABN = <BNP

ZMINB + <BNP 1800} = <MNB + <ABN = 180

<CBN = <MNB
<PNB + <MNB = 180°

Cum <MNB si <ABN, respectiv, <PNB si <CBN sunt unghiuri interne de aceeasi
parte asecantei, rezulta ca unghiurile de aceeasi parte a secantei sunt suplementare.

} = <PNB + <CBN = 180°

4T

c -
a3y R A5 72
251 . AR B B8
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c 2. in figura 15 sunt reprezentate dreptele paralele a si b si dreapta ¢, secanta
. D acestora. Determina masurile celor opt unghiuri formate de dreptele a si b cu
. secanta ¢, stiind ca:
A B ¢ ’
b . a) <DBC=51°; b)<ABD + <ABF + <FBC =300°; ) <tABD + <«HFG = 210°.
£ A‘ c Rezolvare:
a
Figura 15 <:)DBC _ 510 N

<DBC = <ABF (unghiuri opuse la varf)
<DBC = <BFG (unghiuri corespondente)
<DBC = <EFH (unghiuri alterne externe) |
<ABD + <DBC = 180°= <ABD = 180°-<DBC = 180°-51°=129°
<ABD = <CBF (unghiuri opuse la varf)
<ABD = <EFB (unghiuri corespondente)
<ABD = <HFG (unghiuri alterne externe)
<ABD =129° J
b)

~ =<ABF = <BFG = <EFH = <DBC = 51°

~ = <CBF = <EFB = «HFG = <ABD =129°

<ABD + <ABF + <FBC = 300°

<ABD + <ABF + <FBC + <CBD = 360° (unghiuri — 4CBD =360°-300°= 60°
formate in jurul unui punct)

Folosind relatiile dintre unghiuri identificate la punctul a) obtinem

<ABF = <BFG = <EFH = <DBC = 60° si <CBF = <EFB = <HFG = <ABD =180° - 60° = 120°.

9]
<ABD + <HFG = 210°

a | b = <ABD = <HFG (unghiuri alterne externe)} = <ABD = <HFG =105

Folosind relatiile dintre unghiuri identificate la punctul a) obtinem
<ABD = <CBF = <EFB = <HFG = 105° Si <ABF = <BFG = <EFH = <DBC =180° - 105° = 75°.
Aplic

1. a) Obiectul din figura 16 are forma unui corp geometric. Deseneaza acest corp
geometric pe caiet si coloreaza cu aceeasi culoare segmentele ale caror drepte

Figura 16 suport sunt paralele.
b)infigura 17 este o felicitare desenata de Maria. Descopera inimagine segmentele
LA MULTI ANT! ale caror drepte suport sunt paralele si arata-le colegilor!
A Indicatie: Dreapta suport a segmentului AB este dreapta AB.
. \ 2. nfigura 18 e reprezentat cubul ABCDA'B'C'D’. D C
- a) Scrie dreptele paralele cu dreapta AA. N B
* b) Scrie dreptele paralele cu dreapta AB.
%ﬁ ﬁ c) Scrie dreptele paralele cu dreapta BC. /,i[-) --------- ---/C
Figura 17 A B
Figura 18
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3. n figura 19 sunt reprezentate patratul MNPQ si dreptunghiul NSRP, astfel @ Q P R
incat MN <NSsi punctele Q, P, R, respectivM, N, S sunt coliniare. Completeaza
casetele cu unul dintre simbolurile || sau 4 pentru a obtine propozitii adevarate.

a) QM LI PN; d) QN L] pm; g) QP LINS; M N S
b) PRLINS; e) QMLIRS; h) QRCIMN; TR
o) MPLINR; f)psLIaN; i) PNLIRS.
4. Fie d o dreapta si A si B doua puncte situate in semiplane diferite determinate de
dreapta d.

a) Construieste, folosind echerul si rigla, paralela prin punctul A la dreapta d si
paralela prin punctul B la dreapta d.

b) Ce poti spune despre dreptele construite la punctul a)?

5. Fie o dreapta d si punctele A, B si C distincte doua cate doua care nu apartin
dreptei d, astfel incat AB || d si AC || d.

a) Realizeaza un desen care sa corespunda datelor problemei.

b) Ce poti spune despre punctele A, B si C? b ¢ :
6. Fie A, B si C trei puncte necoliniare. Construieste:

a) paralela prin punctul A la dreapta BC;

b) paralela prin punctul B la dreapta AC; < \

c) paralela prin punctul C la dreapta AB. Figura 20
7. Scrie perechi de drepte si secantele lor din figura 20.
8. Folosind figura 21, scrie perechile de unghiuri alterne interne, alterne externe, a ¢

corespondente, interne de aceeasi parte a secantei si externe de aceeasi parte a D~ /¢

secantei formate de: A

a) dreptele a si b cu secanta ¢ c) dreptele ¢ si b cu secanta a.

b) dreptele a si ¢ cu secanta b; bl /B c kb
9. Completeaza casetele cu unul dintre simbolurile || sau } pentru a obtine propozitii A \G\\

adevarate. Figura 21

a X 135°

4 110°
b 350
a)allb Jallb Yallb yallb

10. Tn figura 22 sunt reprezentate dreptele paralele a si b si dreapta , o secantd a
acestora, astfel incdt an ¢ = {A}sibnc = {F}. Punctele B si C apartin dreptei g,
punctele E si G apartin dreptei b, iar punctele D si H apartin dreptei c. Determina
masurile celor opt unghiuri formate de secanta c cu dreptele a si b stiind ca:

a) <EFH = 45°; ¢) < EFA + < CAF = 220°;
b) < CAF = 105°; d) <DAC + <EFA + < GFH = 259°.

Figura 22
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11. DeterminaX, Y, z,t, wsip, stiind ca dreptele a si b din figurile geometrice de mai
jos sunt paralele.

b
a 130/ y a
a
a) b / b) , 125 0 Z_g9o
/X
a

W a b 58°
d) e) /82° W// f) p
[

b 30°
Y bt
A D
12. In figura 23 sunt reprezentate punctele A, B, C si D, astfel incat AB || CD, AD || BC
45° Si <ABC = 45°. Determina masurile unghiurilor ADC si BCD.
B E 13. Folosind figura 24, determina masurile unghiurilor CAB si ACD.
Figura 23 14. Folosind figurile geometrice de mai jos, determina valoarea lui X in fiecare caz.
a S d
¢ d 4 fese b S
a 60°%0° 88° 75° X
a) / b) c) N
bo % b 119°
60 / x/c 10° ™~

Figura 24

o« |/
0 /110° 607

d b /70° 1109
J/

o

16. Demonstreaza cd, daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri
alterne interne congruente, atunci:

- unghiurile alterne externe sunt congruente;
- unghiurile corespondente sunt congruente;
- unghiurile externe de aceeasi parte a secantei sunt suplementare.

. Fie A, Bsi Ctrei puncte necoliniare, astfel incat <ABC = <ACB. Printr-un punct M,
care apartine segmentului AC, se duce o paralela la dreapta BC, care intersec-
teaza dreapta AB in punctul N.

a) Realizeaza un desen care sa corespunda datelor problemei.
b) Demonstreaza ca unghiurile AMN si ANM sunt congruente.
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UNITATEA 5

18. In figura 25 sunt reprezentate dreptele paralele AB si CD si punctul E, care
apartine semidreptei opuse semidreptei CB. Punctele A si D sunt de aceeasi
parte a dreptei BC, CD este bisectoarea unghiului ACE si <ABC = 63°.

a) Determina masura unghiului ACB.
b) Demonstreaza ca <BAC = <ABC.

19. In figura 26 sunt reprezentate punctele A, B, C si D, astfel incat dreptele AB si CD
sunt paralele si <BCD = 74°. Se considera punctul E situat in acelasi semiplan
delimitat de dreapta BC cu punctul D, astfel incat <EBC = 106°. Demonstreaza ca
punctele A, B si E sunt coliniare.

C
B B
N
A e D U{
C
A 0 o
Figura 26 Figura 27

20. In figura 27, punctele A, O si O’ sunt coliniare, OB || 0'C, OM este bisectoarea
unghiului AOB, iar O'N e bisectoarea unghiului AO’C. Demonstreaza ca OM || O'N.

21. Deseneaza doua drepte paralele taiate de o secanta si demonstreaza ca dreptele
suport ale bisectoarelor a doua unghiuri alterne externe formate de acestea
sunt paralele.

22. In figura 28 sunt reprezentate dreptele paralele AB si CD. Bisectoarea unghiului
ABC intersecteaza dreapta CD in punctul M, iar bisectoarea unghiului BCD
intersecteaza dreapta AB in punctul N. Demonstreaza ca dreptele BM si CN sunt
paralele.

23. a) In figura 29 sunt reprezentate unghiurile AOB si BO'C, astfel incat OA || O'B si
OB || O'C. Demonstreaza ca <AOB = <BO'C.

b) in figura 30 sunt reprezentate unghiurile AOB si BO'C, astfel incat OA || O'B si
OB || O'C. Demonstreaza ca <AOB + <BO’C = 180°.

A A

0 7 0 /
oy E c O
Figura 29 Figura 30

OBSERVATIE

Problema 23 se poate formula si astfel:

Demonstreaza ca doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt
congruente sau suplementare.

Figura 25

Figura 28
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; ) 4. Drepte perpendiculare in plan. Oblice. Distanta de la
56 un punct la o dreapta. Mediatoarea unui segment.
Constructia mediatoarei unui segment. Simetria fata de
Jops 4 o dreapta

imi amintesc
4 1. a) Construieste un unghi cu masura egald cu 90° si noteaza-1 AOB.
@13 b) Marcheazé doua puncte, M si N, pe semidreptele opuse semidreptelor OA si,
7 3_/4_ respectiv, OB.
1 ¢) Determina masura fiecaruia dintre cele patru unghiuri formate in jurul punctului O.

d) Cum se numesc dreptele AM si BN?

2. a)Pe o coald deseneaza un segment cu lungimea egala cu 6 cm si noteaza capetele
acestuia cu A si B.

b) Pliaza coala, astfel incat capetele segmentului AB sa se suprapuna.

A
c) Traseaza dreapta formata prin indoire si noteaza cu M punctul de intersectie al
M B acesteia cu dreapta AB.

d) Masoara unghiurile formate in jurul punctului M. Ce observi?
e) Masoara segmentele AM si BM si compara lungimile acestora. Ce observi?

init @ @ @ @

STIATI CA.? Drepte perpendiculare in plan. Oblice. Distanta de la un punct la o dreapta.

Cuvantul perpendicular ~ Definitie. Doua drepte concurente care formeaza un unghi cu masura egala cu

provine din limba latind:  90° se numesc drepte perpendiculare.
perpendiculum = fir cu
plumb.

b

Dreptele a si b din figura 1 sunt perpendiculare. Notama L bsau b L a.

in figura 2, am desenat si notat doud drepte perpendiculare a si b, pe care am
considerat punctele A si C, respectiv, B si D. Presupunem ca <AOB = 90°.
in acest caz, <DOC = 90°, deoarece <AOB = <DOC, fiind unghiuri opuse la varf.

a <AOB = <DOC=90° }

| <AOB + <BOC + <COD + <DOA = 360°
Figura 1 (unghiuri formate in jurul punctului O)

=><BOC + <DOA = 180°

<BOC = <DOA (unghiuri { =
opuse la varf)

=<BOC = <DOA = 90°

Asadar, <AOB = <BOC = <COD = <DOA = 90°.

Putem formula acest rezultat astfel:

Cele patru unghiuri formate in jurul punctului de intersectie a doua drepte
perpendiculare au masura egala cu 90°.

Figura 2
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Constructia unei drepte perpendiculare pe o dreapta data (a), dintr-un punct exterior acesteia (A),
se poate face:

I. folosind echerul si rigla:

1. Asezam echerul astfel incat una dintre cele doua laturi ale acestuia care formeaza unghiul drept sa se
suprapuna dreptei g, iar cealalta sa treaca prin punctul A (figura 3).

2. Trasam dreapta care contine punctul A dupa latura echerului care se suprapune pe acesta si notam cu
B punctul de intersectie dintre aceasta dreapta si dreapta a (figura 4).

3. Prelungim dreapta desenata dincolo de punctul B, folosind rigla. Aceasta dreapta este perpendiculara
dusa din punctul A pe dreapta a (figura 5).

Punctul B astfel construit se numeste piciorul perpendicularei duse din punctul A pe dreapta g, iar distanta
dintre punctele A si B se numeste distanta de la punctul A la dreapta a.

N k<

a R a B el a

B EE
Figura 3 Figura 4 e

Figura 5

II. folosind compasul si rigla:

1. Asezam varful fix al compasului in punctul A si trasam un cerc care QRSERVATIE
intersecteaza dreapta a in doua puncte, M si N (figura 6).

Deschiderea compasului
2. Asezam varful fix al compasului, pe rand, in punctele M si N si trasam cate un  trebuie sa fie suficient

cerc cu aceeasi deschidere a compasului (mai mare sau egala decat jumatate de mare astfel Incat
cercul desenat sa
intersecteze dreapta ain

doua puncte.

din distanta dintre punctele M si N). Notdm cu B unul dintre punctele (sau
punctul) in care se intersecteaza aceste cercuri (B # A) (figura 7, figura 8).

3. Cu ajutorul riglei, desenam dreapta AB. Aceasta dreapta este perpendiculara
dusa din punctul A pe dreapta a (figura 9).

a

MN____N

Figura 6 ’
-//
v
B

Figura 8 Figura 9

Figura7
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OBSERVATIE

Perpendiculara dusa dintr-un punct pe o dreapta este unica.

Constructia unei drepte perpendiculare pe o dreapta data (a) intr-un punct al acesteia (A) se poate face:
I. folosind echerul si rigla:

1. Asezam echerul astfel incat una dintre cele doua laturi ale acestuia care formeaza unghiul drept sa se
suprapuna dreptei a, iar varful unghiului drept al echerului sa coincida cu punctul A (figura 10).

2. Trasam dreapta care contine punctul A dupa cealalta latura a echerului care se suprapune pe acesta
(figura 11).

3. Prelungim dreapta desenata dincolo de punctul A, folosind rigla. Aceasta dreapta este perpendiculara
dusa in punctul A pe dreapta a (figura 12).

Figura 10 Figura 11 P /

Figura 12

Il. folosind compasul si rigla:
1. Asezam varful fix al compasului in punctul A si trasam un cerc care intersecteaza dreapta a in doua
puncte, M si N (figura 13).

2. Asezam varful fix al compasului, pe rand, in punctele M si N si trasam cate un cerc cu o deschidere a
compasului mai mare decat distanta de la punctul M la punctul A. Notam cu B unul dintre punctele de
intersectie a celor doua cercuri (figura 14, figura 15).

3. Cu ajutorul riglei, desenam dreapta AB. Aceasta dreapta este perpendiculara dusa in punctul A pe
dreapta a (figura 16).

Figura 13

Figura 14

Figura 15 Figura 16
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Definitie. Piciorul perpendicularei duse dintr-un punct pe o dreapta este punctul < perpendiculara

de intersectie dintre acea dreapta si perpendiculara dusa din punctul respectiv pe +p dusadin

aceasta (figura 17). punctul A pe
dreapta a

Definitie. Distanta de la un punct exterior unei drepte la acea dreapta este
lungimea segmentului ale carui capete sunt punctul respectiv si piciorul

perpendicularei duse din punct pe dreapta. a___ M
. . . B[~ :
De exemplu, in figura 17, distanta de la punctul A la dreapta a este lungimea pICIOFUl‘ ‘
segmentului AB, perpen.dlcularel
duse din

OBSERVATII punctul A pe

. . . . . dreapta a
1. Distanta de la un punct ce apartine unei drepte la acea dreapta este egala cu 0.

. . . . Figura 17
2. Distanta de la punctul A, exterior dreptei g, la dreapta a se noteaza d(A, a).

De exemplu, in figura 17, d(A, a) = AB. STIATI CA..2

Daca doua drepte concurente nu sunt perpendiculare, atunci una dintre ele este ~ Cuvantul oblica provine

oblica fata de cealalti. din limba latina:
! obliquus = inclinat.

in figura 18, dreapta d este o oblica dusa din punctul A pe dreapta a.

c . d

Medl;?t.oarea u.nu| segment. . ] ) A oblics dusi

Definitie. Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculara pe segment in " din punctul A

mijlocul acestuia. . pe dreapta a

in figura 19, dreapta d este mediatoarea segmentului AB. \

OBSERVATIE Figura 18

Un segment are o singura mediatoare. d

Constructia mediatoarei unui segment AB se poate realiza: L L L
A B

1. folosind echerul si rigla: Figura 19

1. Masuram segmentul cu rigla, marcam mijlocul sau si il notam cu M (figura 20).

[vI)![Nl!‘M#RH!K!liﬂg!!i?[i(ﬂ“ﬂlll‘,U)Hﬂ:lMgilf!z!ﬂ?]!ﬁtitﬁ | 'z::» "li |
Oem 1 2 3 VR e ] PN or D Z 13 14 15

Figura 20

2. Asezam echerul astfel incat una dintre cele doua laturi ale acestuia, care
formeaza unghiul drept, sa se suprapuna segmentului, iar varful unghiului
drept al echerului sa coincida cu punctul M (figura 21).

3. Trasam dreapta care contine punctul M dupa cealalta latura a echerului care
se suprapune pe acesta (figura 22).

4, Prelungim dreapta desenata dincolo de punctul M, folosind rigla. Aceasta
dreapta este mediatoarea segmentului AB (figura 23).
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Figura 21 Figura 22

Figura 23
Il. folosind compasul si rigla:

1. Asezam varful fix al compasului in punctul A si trasam un cerc. Deschiderea compasului va fi mai mare
decat jumatate din lungimea segmentului AB (figura 24).

2. Asezam varful fix al compasului in punctul B si trasam un cerc cu aceeasi deschidere a compasului ca
cea folosita la pasul anterior (figura 25).

3. Cu ajutorul riglei, desenam dreapta determinata de punctele de intersectie a celor doua cercuri.
Aceasta dreapta este mediatoarea segmentului AB (figura 26).

Figura 24 Figura 25

Simetria fata de o dreapta

Doua puncte, A si B, sunt simetrice fata de o dreapta d (numita axa de simetrie)
daca dreapta d este mediatoarea segmentului AB. Punctul A se numeste
simetricul punctului B fata de dreapta d, iar punctul B se numeste simetricul
punctului A fata de dreapta d.

in figura 27, punctele A si B sunt simetrice fatd de dreapta d (dreapta d este
mediatoarea segmentului AB).

Figura 27

Cuvantul simetrie e
compus din doua
cuvinte ce provin din
in figura 28, segmentele MN si PQ sunt simetrice fatd de dreapta a. limba greaca:
syn = impreund si
metron = masura.

Doua figuri geometrice sunt simetrice fata de o dreapta daca simetricul oricarui
punct al unei figuri fata de acea dreapta apartine celeilalte figuri.

in figura 29, cele doud triunghiuri sunt simetrice fatd de dreapta b.

N a

M/ \: b

Figura 28 Figura 29
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Exercitii rezolvate

1. Fie a, b si c trei drepte distincte doua cate doua, astfel incat a || bsia L c

Demonstreazaca b L c. a :
Rezolvare: M A
Realizam o configuratie geometrica pentru a ilustra datele problemei. Notam cu "

A si B punctele de intersectie dintre dreapta c si dreptele a si, respectiv, b. Pe Y
dreapta a consideram punctul M, iar pe dreapta b consideram punctul N ca in w30

figura 30.
Cum a L ¢, fiecare dintre cele patru unghiuri formate in jurul punctului A are
masura egala cu 90°.
Dreptele a si b sunt paralele, deci formeaza cu secanta c unghiuri alterne interne
congruente. Prin urmare, <NBA = <MAB = 90°, de unde rezulta ca dreptele b si ¢
sunt perpendiculare.

2. Tn figura 31 sunt reprezentate unghiurile ascutite AOB si COD cu laturile respectiv
perpendiculare (OA L OC si OB L OD). Demonstreaza ca unghiurile AOB si COD
sunt congruente.

Rezolvare:
OA L OC= <AOC = 90°;0B L OD= <DOB = 90°
<AOB = <AOC - «<BOC = 90°-<BOC

<COD = <DOB - <BOC = 90°-<BOC

Figura 31

} = <AOB = <«COD.

Aplic

1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect. @
a) Doud drepte perpendiculare formeaza in jurul punctului de intersectie:
A. patru unghiuri ascutite; ~ C. patru unghiuri obtuze;
B. patru unghiuri drepte;  D. doua unghiuri ascutite si doua unghiuri obtuze.
b) Un segment are:
A. doua mediatoare; C. o singura mediatoare;
B. trei mediatoare; D. o infinitate de mediatoare.

2. a) Deseneaza o dreapta d si un punct M exterior acesteia.

b) Construieste perpendiculara din punctul M pe dreapta d si noteaza cu N
piciorul acesteia.

e T
L
M

¢) Construieste o oblica prin punctul M la dreapta d si noteaza cu P punctul de
intersectie dintre aceasta si dreapta d. .

d) Masoara segmentele MN si MP si compara apoi lungimile acestora. d I

3. Folosind figura 32, completeaza spatiile punctate pentru a obtine propozitii .
adevarate: g

a) Simetricul punctului C fata de dreapta d este punctul ...

. . . . Figura 32
b) Simetricul segmentului HF fata de dreapta d este segmentul ...

¢) Punctele A si ... sunt simetrice fata de dreapta d.
d) Segmentele BC si ... sunt simetrice fata de dreapta d.
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[ Y=}

4. Reprodu in caiet desenul din figura 33 si construieste:
a) perpendicularele din punctele D si E pe dreapta g;
b) perpendicularele in punctele A, B si C pe dreapta a.
c) Ce se poate spune despre dreptele construite la punctele a) si b)?

5. Fie AB un segment cu lungimea egala cu 4 cm. Punctul M este mijlocul segmentului
AB, iar punctul C este punct exterior dreptei AB, astfel incat CM L AB.

Figura 33

a) Realizeaza un desen care sd ilustreze aceasta situatie.
b) Cum se numeste dreapta CM?

6. Folosind figurile geometrice de mai jos, precizeaza, in fiecare caz, daca dreapta d
este mediatoarea segmentului AB.

d d A d
A B A B A
B

7. Construieste un segment cu lungimea egala cu 8 cm si mediatoarea acestuia.

8. a) Deseneaza o dreaptd d si doua puncte, A si B, situate in acelasi semiplan
delimitat de dreapta d. Construieste perpendicularele din A si B pe dreapta d. Ce
poti spune despre acestea?

b) Deseneazd o dreaptd a si doua puncte, M si N, situate in semiplane diferite
delimitate de dreapta a. Construieste perpendicularele din M si N pe dreapta a.
Ce poti spune despre acestea?

9. Construieste o dreapta d si un segment MN, astfel incat dreapta d sa fie
mediatoarea segmentului MN.

~10. a) Construieste o dreapta d si un punct A, exterior ei, astfel incat distanta de la
punctul A la dreapta d sa fie egala cu 3 cm.

b) Deseneaza si noteaza cu B punctul pentru care dreapta d este mediatoarea
segmentului AB.

c) Determina distanta de la punctul B la dreapta d.
d) Determina lungimea segmentului AB.

11. Fie A, B si Ctrei puncte necoliniare. Construieste:

a) perpendiculara din punctul A pe dreapta BC;

b) perpendiculara din punctul B pe dreapta AC;

¢) perpendiculara din punctul C pe dreapta AB;

d) perpendiculara in punctul A pe dreapta AB;

e) perpendiculara in punctul C pe dreapta BC;

f) perpendiculara in punctul B pe dreapta BC;

g) simetricul punctului A fatd de dreapta BC;

= h) simetricul punctului B fata de dreapta AC.

W=
B\

ng ~
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12. Reprodu figurile geometrice de mai jos pe caiet si construieste simetricul
segmentului AB fata de dreapta d in fiecare caz.

=]
v ]
b=

L

L

13. Reprodu figurile geometrice de mai jos pe caiet si construieste simetrica fiecarei
figuri fata de dreapta d.

14. a) Deseneaza un dreptunghi si un patrat si traseaza diagonalele acestora.
b) Identifica perechi de drepte perpendiculare.
¢) Stabileste daca dreptele suport ale diagonalelor patratului sunt perpendiculare.

d) Stabileste daca dreptele suport ale diagonalelor dreptunghiului sunt
perpendiculare.

15. a) Deseneaza un cub si noteaza-l ALGORITM.
b) Numeste patru drepte perpendiculare pe dreapta AL.

¢) Daca AL = 3 cm, determina distanta de la punctul G la dreapta OM, distanta de
la punctul A la dreapta MR si distanta de la punctul T la dreapta IL.

16. a) Deseneaza un paralelipiped dreptunghic si noteaza-l ABCDA'B'C'D"
b) Numeste perechi de drepte perpendiculare.

¢) Daca AB = 5 cm, BC = 4 cm si AA'= 6 cm, determina distanta de la punctul D la
dreapta A'D), distanta de la punctul A’ la dreapta D'C’ si distanta de la punctul B la
dreapta AA.

17. Deseneaza o dreapta d si patru puncte distincte doua cate doua, A, B, C si D,
astfelincat distanta de la punctul A la dreapta d sa fie egala cu 4 cm, distanta de
la punctul B la dreapta d sa fie egala cu 5 cm, distanta de la punctul C la dreapta d
sa fie egala cu 4 cm si distanta de la punctul D la dreapta d sa fie egala cu 0 cm.
18. a) Construieste doua drepte perpendiculare si noteaza-le a si b.
b) Pe dreapta b deseneaza si noteaza punctele A, B si C, astfel incat distantele de
la acestea la dreapta a sa fie egale cu 2 cm, 3 cm si, respectiv, 6 cm.

c) Construieste simetricele punctelor A, B si C fata de dreapta a.

UNITATEA 5

J

Fag)
X}

!
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Figura 34

Figura 35

INDICATIE:

Se construieste o
paralela la dreapta a
prin punctul de
intersectie al celor
doua bisectoare.

19. a) Determina distanta de la punctul A la dreapta g, stiind ca A € a.

b) Precizeaza pozitia punctului B fata de dreapta q, stiind cd distanta de la punctul
B la dreapta a este egala cu 0 cm.

20. Fie g, b si c trei drepte distincte doua cate doua, astfel incata L csi b L c.
Realizeaza desenul corespunzator si demonstreaza ca a || b.

21. Fie a, b, c si d patru drepte distincte doua cate doua, astfel incata || b, ¢ || d si
a L c. Realizeaza desenul corespunzator si demonstreaza ca b L d.

22. n figura 34, AB || CD, AD || BC si AD L DC. Determina masurile unghiurilor BAD,
ABC si BCD.

23. Fie A si B doua puncte distincte. Pe perpendiculara in B pe dreapta AB se
considera un punct C. Demonstreaza ca mediatoarele segmentelor AB si BC sunt
perpendiculare.

24. Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente complementare. Demonstreaza ca dreptele
0A si OC sunt perpendiculare.

25. Infigura 35 sunt reprezentate unghiurile obtuze MON si POQ cu laturile respectiv
perpendiculare (OM L 0Q si ON L OP). Demonstreaza ca unghiurile MON si POQ
sunt congruente.

26. Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente suplementare, iar semidreptele OM si,
respectiv, ON sunt bisectoarele lor. Demonstreaza ca dreptele OM si ON sunt
perpendiculare.

27. Fie asi b doua drepte paralele si c o secanta a lor.

a) Demonstreaza ca dreptele suport ale bisectoarelor unghiurilor interne de aceeasi
parte a secantei formate de secanta c cu dreptele a si b sunt perpendiculare.

b) Demonstreaza ca dreptele suport ale bisectoarelor unghiurilor externe de
aceeasi parteasecanteiformatedesecantaccudrepteleasibsuntperpendiculare.

28. Pe segmentul AB, cu AB =10 cm, se considera un punct C. Punctul D este mijlocul
segmentului AC, punctul E este mijlocul segmentului CB si AD = 2 cm. Determina
distanta de la punctul D la mediatoarea segmentului BC.

29. a) Construieste un unghi cu masura egala cu 150° si noteaza-1 AOB.

b) Construieste perpendiculara in O pe OB. Pe aceasta deseneaza si noteaza cu C
si D doua puncte, astfel incat C € Int(<AOB) si D € Ext(<AOB).
¢) Determina masurile unghiurilor AOC si AOD.

30. Se considera un unghi AOB cu masura egala cu 70° si un punct C, in interiorul
acestuia, astfelincat <BOC=20°.Semidreptele OE si OF sunt opuse semidreptelor
0C si, respectiv, OB. Pe perpendiculara in O pe dreapta OA se considera un punct D.
Determina masurile unghiurilor DOB, AOF, EOF si EOD, daca:

a) punctele D si A sunt in acelasi semiplan delimitat de dreapta OC;

b) punctele D si A sunt in semiplane diferite delimitate de dreapta OC.
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5. Cercul
5.1. Cerc: definitie si constructie. Elemente in cerc.
Unghi la centru. Masuri

Descopar

a) Deseneaza punctele O, A si B astfel incat OA = OB =3 cm.
b) Exista si alte puncte in plan situate la distanta de 3 cm fata de punctul 0? Cate?

Ce figura geometrica formeaza aceste puncte?

init @ @ © @

Cerc: definitie si constructie. Elemente in cerc

Definitie. Figura geometrica formata din toate punctele din plan care sunt la
aceeasi distanta de un punct fix (numit centru) se numeste cerc.

0 raza a cercului este un segment ale carui capete sunt centrul cercului si un
punct de pe cerc (figura 1).

OBSERVATIE

Cuvantul raza are doua sensuri: un segment
ale carui capete sunt centrul cercului si un
punct de pe cerc sau lungimea acestui
segment, din text intelegandu-se despre
care sens este vorba.

raza cercului

centrul cercului
Figura 1

Definitie. Daca O este un punct in plan si r este un numar rational pozitiv, atunci
cercul cu centrul in O si raza r este multimea punctelor din plan situate la distanta r
fata de 0. Se noteaza (0, r).

Instrumentul cu care se deseneaza cercuri se numeste compas.

Pentru a desena cercul cu centrul in punctul O si raza de 2 cm procedam astfel
(figura 2):

» Insemnam pe foaia de hartie punctul O, centrul cercului.

» insemnam pe foaia de hartie un punct A aflat la
distanta de 2 cm de punctul O.

o Fixam varful fix al compasului in punctul
O si ludm deschiderea 2 cm (bratul
mobil al compasului, cel care contine
creionul, este in punctul A).

e Rotim compasul astfel incat figura
construita ,sa se inchida” (bratul
mobil al compasului pleaca din A si
ajunge tot in A).

Figura 2

STIATI CA...?

Cuvintele cerc si raza
provin din limba latina:
circus = cerc,

radius = spitd.

Cuvantul centru provine
din limba latina:
centrum = centru.

Cuvantul compas este
compus din doua
cuvinte provenite din
limba latina:

com = cu Si passus = pas,
deschidere.
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STIATI CA...?

Cuvantul diametru este
compus din doua
cuvinte provenite din
limba greaca: dia = prin
si metron = masurd.

arcul mic MN (MN)

A

€

Figura 4

@
/ =

arcul mare MN
(il notdam MPN)

Figura 5

_— semicerc

diametru

7

Figura 6

B

[

[ ]

‘U
[ )

Figura7

©

Figura 8
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Definitie. Un segment ale carui capete sunt puncte ale cercului se numeste
coarda (figura 3).

Definitie. O coarda care contine centrul cercului se numeste diametru. Capetele
unui diametru se numesc puncte diametral opuse (figura 3).

coarda AB
A Q
raza OA v B
diametrul BC
C centrul cercului

Figura 3

Definitie. Fie M si N doua puncte ale cercului %(0, r) care nu sunt diametral opuse.
Multimea formata din punctele M, N si punctele cercului care apartin interiorului
unghiului MON se numeste arc mic MN (se noteaza MN) (figura 4).

Multimea formata din punctele cercului care nu apartin interiorului unghiului
MON se numeste arc mare MN (figura 5).

OBSERVATIE

Pentru a nu se face confuzie intre arcul mic MN si arcul mare MN, pentru notarea
arcului mare se foloseste inca un punct al acestuia. Astfel, arcul mare MN din
figura 5 se noteaza MPN.

Definitie. Multimea formata din doua puncte diametral opuse ale unui cerc si
punctele cercului cuprinse intre acestea se numeste semicerc (figura 6).

Definitie. Fiind dat un cerc de centru O si raza r, multimea punctelor M din plan
pentru care OM < r se numeste interiorul cercului, iar multimea punctelor P din
plan pentru care OP > r se numeste exteriorul cercului.

in figura 7, punctele A si B apartin exteriorului cercului, punctele C si D apartin
cercului, iar punctele E, F, G si O apartin interiorului cercului.

Unghi la centru. Masuri

Definitie. Un unghi cu varful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru
pentru acel cerc.

De exemplu, unghiul AOB din figura 8 este unghi la centru.
Masura unui cerc este egala cu 360°, iar masura unui semicerc este egala cu 180°.

Daca punctele A si B nu sunt diametral opuse, atunci masura arcului mic AB este
egala cu masura unghiului la centru AOB, iar masura arcului mare AB este egala
cu 360° - <AOB.
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Exercitii rezolvate

1. Tn figura 9 sunt reprezentate trei cercuri cu centrul O si razele egale cu 2 cm,3 cm C P
si, respectiv, 6 cm si punctele A, B, C, D, E si F astfel incat A, D € (0, 2 cm), '
B,E € 6(0,3 cm), C, F € ©(0, 6 cm), iar punctele O, A, B, C si, respectiv, O, D, E, F D
sunt coliniare. @

a) Determina lungimile segmentelor AB si BC.

b) Determina masurile arcelor mici CF si AD, stiind ca arcul mic BE are masura
egala cu 70°.

Rezolvare: Figura 9
a)Ae®(0,2cm)=0A=2cm;Be ©(0,3cm)=0B=3cm;Ce %(0,6cm)=>
0C=6cm
AB=0B-0OA=3cm-2cm=1cm,BC=0C-0B=6Ccm-3cm=3cm.
B_';E;;s;E}: <BOE = 70°
CF = <COF = CF = 70°; AD = <AOD = AD = 70°. C

2. n figura 10, punctele A, B, C, D si E apartin cercului de centru O si masurile B
unghiurilor AOB, BOC, COD, DOE si EOA sunt direct proportionale cu numerele 4, A
5, 6,7 si, respectiv, 8. D
a) Determina masurile arcelor mici AB, BC si CE. v
b) Demonstreaza ca punctele A, O si D sunt coliniare. E
Rezolvare: Figura 10
a) Masurile unghiurilor AOB, BOC, COD, DOE si EOA sunt direct proportionale cu
numerele 4, 5, 6, 7 si 8. Atunci, 4A408 = <IB%OC = <:C60D = 4D70E = <%OA =

<AOB + <BOC + <COD + «DOE + <EOA _360° _ 120
L+5+6+7+8 T30

Obtinem: <AOB = 4-12°=48°, 4<BOC = 5-12°=60°, <COD = 6-12°=72°,
<DOE = 7-12°= 84° si <EOA = 8-12°=96°,

AB = <AOB = 48°, BC = <BOC = 60°, CE = «COE = <COD + <DOE = 72° + 84° = 156°.
b) <AOD = <AOE + <DOE = 96°+84°=180° = Punctele A, O si D sunt coliniare.

Aplic
1. a) Deseneaza un punct si noteaza-l cu M. ;
b) Construieste figura geometrica formata din punctele din plan aflate la distanta /
de 2,5 cm de punctul M. A

C
2. Numeste elementele cercului (centru, raze, coarde, diametre, arce) din figura 11. \V E
3

. Completeaza casetele cu A, daca propozitia este adevarata si cu F, daca @

propozitia este falsa. Figura 11
a) Daca M € ©(0, r), atunci segmentul OM este o coarda a cercului.[]
b) Dacd A, B € €(0, r) si A, 0, B sunt coliniare, atunci AB este razd a cercului. [ ]
¢) Oricare coarda a unui cerc contine exact doua puncte ale cercului. []
)

d) Masura unui cerc este egala cu 180°.[]
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s

AN
= B
AN

4. Cercul din mijlocul unui teren de fotbal are centrul in punctul O si raza egala cu
9,15 m. Cinci jucatori se afla pe terenul de fotbal in punctele distincte A, B, C, D si E,
astfel incat OA = OB = OC = 9,15 m. Punctele A, O si B sunt coliniare, 0D = 5 m si
OE=9,5m.

a) Precizeaza pozitia fiecarui jucator fata de cercul de la mijlocul terenului.
b) Determina distanta dintre jucatorii aflati in punctele A si B.
5. Determina:
i) diametrul unui cerc cu raza egala cu: a) 2 cm; b) 1,4 cm; ) 3,25 cm.
ii) raza unui cerc cu diametrul egal cu: a) 10 cm; b) 7 cm; ¢) 1,3 cm.

6. Determina raza unei roti de bicicleta cu diametrul egal cu 60 cm.

7. Se considera punctele A si B, astfel incat AB = 4 cm.

a) Deseneaza cercul cu centrul in A si raza egala cu &4 cm si cercul cu centrul in B
si raza egala cu 4 cm.

b) Dreapta AB intersecteaza cele doua cercuri desenate la punctul a) in punctele
M, si, respectiv, N. Determina lungimea segmentului MN.

8. Deseneaza un cerc cu raza egala cu 2 cm si 0 coarda a acestuia cu lungimea egala
cu 4 cm.

9. i) Fie Asi B doua puncte distincte pe cercul de centru O si raza r (r > 0). Determina
masura unghiului AOB daca:

a) AB = 86°; b) AB = 103°; c) AB =18°,
i) Fie A si B doua puncte distincte pe cercul de centru O si raza r (r > 0). Masura
arcului mare AB este egala cu X. Determina masura unghiului AOB daca:

a) X = 240°; b) X = 285°; c) X = 315°,

10. a) Construieste un cerc cu raza egala cu 2 cm si noteaza cu O centrul acestuia.
b) Pe cercul construit la punctul a), construieste punctele A, B, C si D, astfel incat
punctele A si B sa fie diametral opuse, punctele C si D sa fie de o parte si de alta
a dreptei AB, AC = 60° si DB = 30°.
¢) Determina masurile unghiurilor AOB, BOC si AOD.

d) Determina lungimea segmentului AB.

11. Fie O, Asi B trei puncte, astfel incat punctele A si B apartin unui cerc cu centrul in O.
a) Determina masura unghiului AOB, stiind ca masura arcului mic AB este egald cu
25% din masura cercului.

b) Determina masura unghiului AOB, stiind cd masura arcului mare AB este egala
cu 80% din masura cercului.

12. Fie O un punct. Pe un cerc cu centrul in punctul O se considera punctele A, B si C,

astfel inct AB = 75° si AC = 105°.
a) Determina masura unghiului BOC daca punctul B apartine interiorului unghiului AOC.
b) Demonstreaza cd, daca unghiurile AOB si AOC sunt adiacente, atunci punctele
B, O si C sunt coliniare.

13. Fie O, Asi B trei puncte, astfel incat punctele A si B apartin cercului cu centrulin

punctul O si raza egala cu 4 cm, iar AB = 8 cm. Determina masura unghiului AOB.

14. Fie O un punct. Pe un cerc cu centrul in punctul O se considera punctele A, B si C,

astfel incat <AOB = 60° si BC = 3 - AB. Demonstreaza ci punctele B si C sunt
diametral opuse.

15. Calculeaza masura unghiului format de orarul si minutarul unui ceas cand

acestea indica ora 2.
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16. in figura 12, AB si CD sunt diametre in cercul de centru O, iar masura unghiului
AOC este egala cu 50°. Determina masura arcului mic BD.

17. infigura 13, punctele A, B, C si D apartin cercului de centru 0, astfel incat punctele
A, O si Csunt coliniare, <AOD =70°, iar semidreapta OD e bisectoarea unghiului
AOB. Determina masurile arcelor mici AD, AB, BC si masura arcului mare CD.

18. Punctele A, B, C, D, E si F sunt situate, in aceasta ordine, pe un cerc cu centrul in
punctul O, astfel incat arcele mici AB, BC, CD, DE, EF si FA au aceeasi masura.

a) Determina masurile unghiurilor AOB si COE.
b) Demonstreaza ca punctele A, O si D sunt coliniare.
¢) Demonstreaza ca punctele B si E sunt diametral opuse.
19. Fie A, Bssi Ctrei puncte pe cercul cu centrul in O si raza egala cu 3 cm, astfel incat
punctele A si B sunt diametral opuse si <AOC = 80°.
a) Determina masura arcului mic AC.
b) Determina lungimea coardei AB.

¢) Daca M si N sunt doua puncte pe cercul cu centrul in O si raza egala cu 3 cm,
astfel incat dreapta MN este mediatoarea segmentului AB, iar punctele C si M
sunt situate de aceeasi parte a dreptei OA, determina masura arcelor mici CM si
AM si lungimea coardei MN.

20. Fie AB si CD doua diametre ale unui cerc, astfel incat AB L CD.
a) Demonstreaza ca dreapta AB e mediatoarea segmentului CD.
b) Demonstreaza ca punctele A si B sunt simetrice fata de dreapta CD.

21. Tn figura 14 sunt reprezentate doud cercuri cu centrele in punctele B si, respectiv, C.
Punctele A, B, Csi D sunt coliniare si BC =3 cm. Determina lungimea segmentului AD.

22. In figura 15 sunt reprezentate doua cercuri cu centrul O si raze egale cu 2 cm si,
respectiv, 4 cm. Punctele A si B apartin cercului cu centrul O si raza egala cu 2 cm,
iar punctele Csi D apartin cercului cu centrul O si raza egala cu 4 cm, astfel incat
punctele O, A, C si, respectiv, O, B, D sunt coliniare.

a) Determina lungimea segmentului AC.
b) Determina masura arcului mic CD, stiind ca AB = 70°.
23. Infigura 16, AB si CD sunt diametre in cercul de centru O, CE este o coarda, astfel

incat CE || AB si masura unghiului OCE este egala cu 40°. Determina masura
arcului mic BD.

24. Fie O un punct. Pe un cerc cu centrul in punctul O se considera punctele
A, B, Csi D 1n aceasta ordine astfel incat masurile unghiurilor AOB, BOC,
COD si DOA sunt direct proportionale cu numerele 3, 4,5 si 6.

a) Determina masura arcului mic AB si masura arcului mare BC.
b) Demonstreaza ca punctele B, O si D sunt coliniare.

Portofoliu @

Realizeaza o0 mandala folosind numai cercuri.
Coloreaz-o cum doresti, apoi adaug-o la portofoliul tau.

b3

@

UNITATEA

Figura 13

Figura 14

Figura 15

Figura 16

5

o

G
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5.2. Pozitiile unei drepte fata de un cerc. Pozitiile relative
a doua cercuri

Descopar

1. a) Deseneaza un cerc cu raza egala cu 3 cm si noteaza cu O centrul acestuia.
b) Construieste o dreapta g, care intersecteaza cercul in doud puncte, o dreapta b,
care intersecteaza cercul intr-un punct si o dreapta c, care nu intersecteaza cercul.
¢) Masoara distanta de la centrul cercului la dreptele a, b si ¢ si compara-le cu
raza cercului. Ce observi?

2. a) Deseneaza doua cercuri care au un punct comun si interioarele disjuncte.
b) Deseneaza doua cercuri care au un punct comun, iar interioarele lor au puncte
comune.
c) Deseneaza doua cercuri care au doua puncte comune.
d) Deseneaza doua cercuri care nu au puncte comune, iar interioarele lor sunt
disjuncte.
e) Deseneaza doua cercuri care nu au puncte comune, au centre diferite, iar
interioarele lor au puncte comune.
f) Masoara razele cercurilor desenate si distantele intre centrele acestora pentru
fiecare dintre punctele a) - e).
INDICATIE: g) Compara suma lungimilor razelor cercurilor desenate la punctele a), c) si d) cu
Dinraza mailnare ee distanta dintre centrele acestora.
semile i il e h) Compara diferenta lungimilor razelor cercurilor desenate la punctele b), c) si e)
cu distanta dintre centrele acestora.

ivit @ @

Pozitiile unei drepte fata de un cerc A
Fie un cerc de centru O si raza r (r > 0) si o dreapta d.

B
a) Daca d(0, d) <, atunci dreapta d si cercul au exact
doua puncte comune. Dreapta d se numeste g A
drepta secanta cercului (figura 1). Figura 1
(Dreapta d este dreapta
secanta cercului.) o
b) Daca d(0, d) =r, atunci dreapta d si cercul au 0
exact un punct comun. Dreapta d se numeste /
dreapta tangenta cercului (figura 2). Figura 2
(Dreapta d este dreapta

. . . tangenta cercului.)
c) Daca d(0, d) > r, atunci dreapta d si cercul nu au

puncte comune. Dreapta d se numeste dreapta

exterioara cercului (figura 3). )
Figura 3

(Dreapta d este dreapta
exterioara cercului.)
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Pozitiile relative a doua cercuri

Fie doua cercuri de centre O, si O, si raze r, si,
respectiv, r,, r, > 1,

a)Dacar, + r, < 0,0,, atunci cercurile nu au niciun
punct comun, iar interioarele lor sunt disjuncte.
Aceste cercuri se numesc cercuri exterioare
(figura 4).

b) Daca r, + r, = 0,0,, atunci cercurile au un singur
punct comun, iar interioarele lor sunt disjuncte.
Aceste cercuri se numesc cercuri tangente
exterioare (figura 5).

c)Dacar,-r,<0,0,<r,+r, atunci cercurile au doua
puncte comune. Aceste cercuri se numesc cercuri
secante (figura 6).

d)Daca r, - r, = 0,0,, atunci cercurile au un singur
punct comun si toate punctele din interiorul
cercului cu raza r, apartin interiorului cercului cu
raza r,. Aceste cercuri se numesc cercuri tangente
interioare (figura 7).

e)Daca r, - r, > 0,0,, atunci cercurile nu au niciun
punct comun si toate punctele din interiorul
cercului cu raza r, apartin interiorului cercului cu
razar,. Aceste cercuri se numesc cercuriinterioare
(figura 8).

f) Daca 0, = 0, (0,0, = 0), atunci cercurile nu au
niciun punct comun si toate punctele din
interiorul cercului cu raza r, apartin interiorului
cercului cu raza r,. Aceste cercuri se numesc
cercuri concentrice (figura 9).

Exercitiu rezolvat

Se considera cercurile cu centrele O si Q si raze R si, respectiv, T.

Precizeaza pozitia celor doua cercuri in fiecare caz:
a)R=4cm,r=2cm,0Q=6cm;
b)R=1cm,r=4cm,0Q=4cm;

¢)R=5cm,r=4cm,0Q=05cm;
d)R=6cm,r=3cm,0Q=3cm.

UNITATEA 5

(&

Figura &4 (Cercuri exterioare)

(P

Figura 5 (Cercuri tangente exterioare)

AP

&

Figura 6 (Cercuri secante)

Figura 7 (Cercuri tangente interioare)

¢

Figura 8 (Cercuri interioare) Figura 9 (Cercuri concentrice)

]
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Rezolvare:
a) R+r=4+2=6cm

0Q =6 cm = R+r=0Q = Cercurile sunt tangente exterioare.

0Q=4cm

) R-r=5-4=1cm
0Q=0,5cm

d R-r=6-3=3cm
0Q=3cm

= R-r>0Q = Cercurile sunt interioare.

b) R+r=1+4=5cm
r-R=4-1=3cm » = r-R<0Q<R+r = Cercurile sunt secante.
} = R-r=0Q = Cercurile sunt tangente interioare.

Aplic
1. Fie un punct O si o dreapta a. Realizeaza desenele si stabileste pozitia dreptei a
fata de (0, 3 cm) in fiecare dintre cazurile urmatoare:
a)d(0,a)=5cm;  ¢)d(0,a)=25cm; e)d(0,a)=2cm;
b)d(0,a)=1cm;  d)d(0,a)=34cm; f) d(0, a) =3 cm.

2. Deseneaza un cerc cu centrul intr-un punct O si raza egala cu 2 cm. Fie A un punct
care apartine acestui cerc.

a) Construieste doua drepte care trec prin punctul A si sunt secante cercului.
b) Construieste tangenta la cerc care contine punctul A.

3. a) Deseneaza un punct A si patru cercuri carora le apartine punctul A.
b) Cate cercuri situate in planul caietului trec prin A?

4. Fie A si B doua puncte distincte. Deseneaza doua cercuri cu centrele in punctele
A'si B, stiind ca ele sunt:

a) exterioare; c) interioare; e) secante;
b) tangente exterioare; d) tangente interioare; f) concentrice.

5. Fie Asi B doua puncte astfel incat AB = 5 cm. Construieste cercurile cu centrele in
punctele A si B si cu razele r, si, respectiv, r, si precizeaza pozitia cercurilor unul
fata de celalalt in fiecare dintre cazurile urmatoare:
a)r,=24cm,r,=26cm; c)r,=1cm,r,=6cm; e)r,=4cm,r,=7cm;
b)r,=3cm,r,=4cm; d)r,=1cm,r,=15cm; f)r,=2cm,r,=9cm.

6. Fie €,(M, 1) si 5N, 1,)(r;>0,r1,> 0) doud cercuri secante si
G4(M, r,) n E,N, 1,) = {A, B}. Demonstreaza ca MN < AM + AN.

7. Fie @,(A, 1)) si €,B, r,) doua cercuri tangente exterioare (r,>0,r,> 0).
Demonstreazad cd AB = AM + NB, unde M € G,(A, r,), N € €,(B, r,) si M # N.

A 8. Fie cercurile %,(0,, 1)) si %,(0, r,), tangente exterioare. Determin r,, stiind c3

0,0,=7cmsir,=42cm.

n 1o
©,(0,, r;) In punctul A si cercul ,(0,, r,) in punctul B. Determina lungimea
segmentului AB, stiind ca 0,0,=9 cm,r,=8cmsir,=6cm.

I 9. Cercurile €,(0,, r,) si ©,(0, r,) sunt secante. Dreapta 0,0, intersecteaza cercul

10. in figura 10 este reprezentata schematic piscina din imaginea de mai sus. Care
B este distanta dintre punctele A si B, daca cercul cu centrul O, are diametrul egal
cu 10 m, cercul cu centrul O, are diametrul egal cu 6 m, distanta dintre centrele

Figura 10 . . . . . ..
g celor doua cercuri este egala cu 7 m, iar punctele A, O,, O, si B sunt coliniare?
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Exercitii recapitulative

1

Fie O si Q doua puncte astfel incat 0Q = 3 cm. Construieste cercurile cu centrele
in punctele O si Q si razele r, si, respectiv, r, si precizeaza pozitia cercurilor unul
fata de celalalt in fiecare dintre cazurile urmatoare:

a)r,=1cm,r,=5cm; b)r,=4cm,r,=6cm; c)ry=1cm,r,=1cm.

. In figura 1 sunt reprezentate punctele 0, A, B, C, D si E, astfel incat punctele A, O

siBsunt coliniare, OC L AB, «COD = 24° si semidreapta OE e bisectoarea unghiului
AOD. Determina masura unghiului AOE.

. In figura 2 sunt reprezentate punctele O, A, B, C si D, astfel incat punctele A, O si B

sunt coliniare, <AOD = 148° si <BOC = 160°. Determina masura unghiului COD.

. Semidreptele OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor adiacente AOB si BOC.

Determina masurile unghiurilor AOB si AOC, stiind ca <AON = 81° si <BON = 31°.

. Fie AOB si BOC doua unghiuri cu masurile egale cu 76° si, respectiv, 42°. Realizeaza

desenul corespunzator si calculeaza masura unghiului AOC daca:
a) unghiurile AOB si BOC sunt adiacente;
b) unghiurile AOB si BOC nu sunt adiacente.

. In figura 3, AB si CD sunt diametre in cercul de centru O, astfel incat masura

arcului mic AD este egala cu 53°. Punctul E apartine cercului astfel incat
<CEA + <OAE = 180°. Determina masura arcului BD si masura unghiului ECO.

. Fie OA si OC doua drepte perpendiculare si B un punct in interiorul unghiului

AOC, astfel incat masura unghiului AOB este de trei ori mai mica decat masura
unghiului BOC.

a) Determina masura unghiului BOC.

b) Determina masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AOB si BOC.
c) Determina masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AOB si AOC.

. Determina masurile a patru unghiuri formate in jurul unui punct, stiind ca sunt

direct proportionale cu 2, 3, 4 Si 6.

. Masurile a doud unghiuri adiacente sunt invers proportionale cu 0,(3) si 0,25.

Stiind ca bisectoarele celor doua unghiuri formeaza un unghi cu masura egala cu
84°, determina masurile celor doua unghiuri.

10. Fie AOB un unghi cu masura egala cu 40° si OC bisectoarea acestuia. Determina

masura unghiului COD, unde D este un punct pe semidreapta opusa semidreptei OB.

11. Fie MON si NOP doua unghiuri, astfel incat <MON =54° si <NOP =136°. Determina

masura unghiului MOP daca:
a) Unghiurile MON si NOP sunt adiacente;
b) Unghiurile MON si NOP nu sunt adiacente.

12. infigura 4 este reprezentata schematic dispunerea locuintelor dintr-o localitate

din Danemarca. Punctele A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, P si Q impart cercul in
arce care au aceeasi masura.

a) Demonstreaza ca unghiurile formate Tn jurul punctului O sunt congruente.

b) Determina masurile unghiurilor AOQ, AOC si POK.

c) Determina masurile arcelor mici KM, MP si QE.

d) Determina masurile arcelor mari CG si P).

e) Demonstreaza ca punctele Q si H sunt diametral opuse.

f) Demonstreaza ca punctele B, O si ) sunt coliniare.

g) Demonstreaza ca dreptele OF si O) sunt perpendiculare.
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UNITATEA 5

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 40 puncte

15 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(5p.) A. Daca <AOB = 81°, atunci masura complementului unghiului AOB este egala cu:
a) 99°; b) 81°; c) 9°; d) 90°.
(5p.) B. Daca punctele A, O si B sunt coliniare, iar punctele A si B apartin cercului de centru O si
raza 5 cm, atunci lungimea segmentului AB este egala cu:
a)5cm; b) 10 cm; ) 2,5 cm; d) 25 cm.
(5p.) C.1n jurul unui punct s-au format cinci unghiuri congruente. Masura unuia dintre acestea
este egala cu:  a) 360°; b) 36°; c) 60°; d) 72°.
20 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.
(5p.) A. Dacd <AOB = 44°, <AOC = 63°, iar unghiurile AOB si BOC sunt adiacente, atunci masura
unghiului BOC este egala cu ...°.
(5p.) B. Dacd punctul P este simetricul punctului M fata de dreapta a (M ¢ a), atunci dreapta a
este ... segmentului MP.
(5p.) C. Punctele M si N apartin unui cerc cu centrul O, astfel incat <MON = 35°. Masura arcului
mare MN este egala cu ...°
(5p.) D. Daca OB este bisectoarea unghiului AOC si <AOB = 25°, atunci masura unghiului AOC este
egala cu: ..°.

5 puncte 3. Scrie pe foaie litera corespunzatoare raspunsului corect.
Afirmatia ,Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura paralela la acea

dreapta.” este: a)adevarata; b) falsa.

Subiectul al ll-lea 50 puncte
Scrie rezolvarile complete.

15 puncte 1. Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente suplementare. Semidreapta OM e bisectoarea
unghiului AOB, iar semidreapta ON este semidreapta opusa acesteia. Determina masurile
unghiurilor BOC si CON, stiind ca <AOM = 27°.

15 puncte 2. Fie ABC un unghi cu masura egala cu 60°. Paralela dusa prin punctul A la dreapta BC
intersecteaza paralela dusa prin punctul C la dreapta AB in punctul M.
(5p.) A. Realizeaza desenul corespunzator.
(10 p.) B. Determina masurile unghiurilor BAM si AMC.

20 puncte  3.Fie O un punct. M, N si P sunt trei puncte care apartin cercului cu centrul in O si diametrul
egal cu 8 cm, astfel incat punctele M si N sunt diametral opuse si masura arcului mic NP

este egala cu % din masura cercului.

(10p.) A. Determina lungimea segmentului OP.
(10p.) B. Determina masura unghiului POM.
Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.

LA SFAR$ITUL ACESTEI UNITi\'[I: 5foarte bine &bine 3 mediu 2slab  1foarte slab

Pot sa utilizez instrumentele geometrice pentru a construi
diferite configuratii geometrice.

Pot sa aplic criteriile de paralelism in situatii practice.

Pot sa identific si sa reprezint elementele unui cerc.
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UNITATEA 6 Triunghiul

1. Triunghiul: definitie, elemente, clasificare, perimetru.
Suma masurilor unghiurilor unui triunghi. Unghi exterior
unui triunghi

Descopar

1. Cum se numeste figura geometrica folosita in realizarea desenului alaturat?
2. Identifica in desen unghiuri ascutite, unghiuri drepte si unghiuri obtuze.

3. Realizeaza un desen in care sa folosesti numai figura geometrica identificata la
exercitiul 1.

nt @O0 @O

Triunghiul: definitie, elemente, clasificare, perimetru

Definitie. Fiind date punctele necoliniare A, B si C, se numeste triunghi cu varfurile i A
A, B, C figura geometrica ce rezulta din reuniunea multimii formate din punctele
A, B, C cu multimea formata din segmentele AB, AC si BC. Se noteaza AABC.

in figura 1 este desenat un triunghi notat ABC. Elementele triunghiului ABC sunt:

o laturile triunghiului (AB U {A, B}, BC U {B, C}, ACU {A, C}, unde AB, AC si BC
sunt segmente), laturd C

B

o unghiurile triunghiului (<A, «B, <C). Figura 1
Punctele A, B si C din figura 1 se numesc varfurile triunghiului ABC.
ATENTIE!

Unghiurile unui triunghi notat ABC se citesc folosind o singura litera numai daca nu se produce confuzie,
caz in care acestea vor fi citite astfel: <A va fi citit < BAC sau < CAB, < B va fi citit <ABC sau < CBA, <C va fi
citit < BCA sau <ACB.

Fiind dat un triunghi ABC, putem spune ca:
1. Unghiul A se opune laturii BC, unghiul B se opune laturii AC, unghiul C se opune laturii AB.
2. Latura BC se opune unghiului A, latura AC se opune unghiului B, latura AB se opune unghiului C.

3. Latura BC este alaturata unghiurilor B si C, latura AC este alaturata unghiurilor A si C, latura AB este
alaturata unghiurilor A si B.

4. Unghiul A este cuprins intre laturile AB si AC, unghiul B este cuprins intre laturile BC si BA, unghiul C este
cuprins intre laturile CA si CB.

Un punct apartine interiorului unui triunghi daca apartine interiorului fiecaruia

dintre unghiurile acestuia.

Un punct apartine exteriorului unui triunghi daca se afla in planul acestuia, dar
nu apartine nici interiorului triunghiului, nici vreunei laturi a acestuia.

EXEMPLU:

in figura 2, punctele P si Q apartin interiorului triunghiului ABC, punctele M, R si S
apartin exteriorului triunghiului ABC, iar punctul N nu apartine nici interiorului,
nici exteriorului triunghiului ABC (punctul N apartine laturii AB).

Figura 2
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UNITATEA 6

Triunghiul

Dupa masurile unghiurilor sale, un triunghi poate fi: Ne amintim ca un unghi ascutit

are masura mai mica decat 90°,
un unghi drept are masura egala
cu 90°, iar un unghi obtuz are

masura mai mare decat 90°.

« ascutitunghic - are toate unghiurile ascutite (figura 3),
« dreptunghic - are un unghi drept (figura &),
« obtuzunghic - are un unghi obtuz (figura 5).

A
P
;

> g pOl‘e,) [/25

(12
B (&}

R
C M cateta N
Figura 3 Figura 4

EXEMPLE:

Figura 5

1. Triunghiul ABC din figura 3 este triunghi ascutitunghic (<A < 90°, <B < 90°, <C < 90°).
2. Triunghiul MNP din figura 4 este triunghi dreptunghic (<M = 90°).1n acest caz, laturile MN si MP se numesc

catete, iar latura NP (latura opusa unghiului drept) se numeste ipotenuza.
3. Triunghiul QRS din figura 5 este triunghi obtuzunghic (<«Q > 90°).

Dupa lungimile laturilor, un triunghi poate fi:

« oarecare sau scalen - oricare doua laturi au lungimi diferite (figura 6),
« isoscel - are doua laturi congruente (figura 7),
« echilateral - are toate laturile congruente (figura 8).

D G
A
E baza d
Figura 6 Figura7 Figura 8
EXEMPLE:

1. Triunghiul ABC din figura 6 este triunghi oarecare (AB # AC, AB % BC, AC % B().

2. Triunghiul DEF din figura 7 este triunghi isoscel (DE = DF, DE # EF). in acest caz,
latura EF se numeste baza triunghiului isoscel DEF.

3. Triunghiul GHI din figura 8 este triunghi echilateral (GH = HI = IG).

Perimetrul unui triunghi este suma lungimilor laturilor acestuia. Se noteaza P, .
EXEMPLU:

Perimetrul triunghiului ABC cu AB =2 cm, AC = 8 cm si BC = 7 cm este egal cu:
2cm+8cm+7.cm =17 cm. Asadar, Py, = 17 cm.

STIATI CA..?

Cuvantul scalen
provine din limba
greaca:

skalenos = schiop.

OBSERVATIE

Daca dorim, putem
marca pe desen
laturile congruente
ale unui triunghi
folosind acelasi
numar de liniute
(figurile 7 si 8).

Pyusc = AB + BC + CA
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UNITATEA 6

Triunghiul

D
A
E
B
C
Figura 9
A
D
B
E
Figura 10
H
: A
D s

Figura 11

EXEMPLU:

in figura 11,
<lAB = <ABC + <ACB,

<GCA = <BAC + <ABC.

. 182

Suma masurilor unghiurilor unui triunghi

Se considera triunghiul oarecare ABC. Prin varful A al triunghiului ducem paralela
la dreapta BC, pe care consideram punctele D si E, de o parte si de alta a dreptei
AB, ca in figura 9.

Unghiul DAE este unghi alungit si <DAE = <DAB + <BAC + <EAC.
Astfel, <DAB + <BAC + <EAC =180°. (1)

Unghiurile DAB si ABC sunt congruente, fiind unghiuri alterne interne formate de
dreptele paralele DE si BC cu secanta AB. (2)

Unghiurile EAC si ACB sunt congruente, fiind unghiuri alterne interne formate de
dreptele paralele DE si BC cu secanta AC. (3)

Din (1), (2) si (3) obtinem <ABC + <BAC + <ACB = 180°.

Acest rezultat poate fi formulat astfel:

Teorema 1. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.
Consecinte:

1. Un triunghi are cel mult un unghi drept.

2. Un triunghi are cel mult un unghi obtuz.

3. Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt complementare.

Unghi exterior unui triunghi

Definitie. Un unghi adiacent si suplementar cu unul dintre unghiurile unui
triunghi se numeste unghi exterior triunghiului.
EXEMPLU:

in figura 10, unghiurile ABD si EBC sunt unghiuri exterioare triunghiului ABC
(fiecare dintre ele este unghi adiacent si suplementar cu unghiul ABC).

OBSERVATIE
Un triunghi are 6 unghiuri exterioare.

De exemplu, unghiurile exterioare triunghiului ABC din figura 11 sunt:
<ABD, <EBC, <BCF, <GCA, <CAH, <IAB.

in figura 11, unghiurile ABD si ABC sunt adiacente suplementare, deci
<ABD + <ABC =180°.

Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°, asadar
<ABC + <BAC + <ACB =180°.

<ABC + <ABD = 180°
<ABC + <BAC + <ACB = 180°

Acest rezultat poate fi formulat astfel:

} = <ABD = <BAC + <ACB

Teorema 2. Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu suma
masurilor unghiurilor triunghiului neadiacente cu el.



Triunghiul UNITATEA 6

Exercitii rezolvate

1. Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu 115°, iar masura unui unghi
al triunghiului este egala cu 44°39’. Determina masurile celorlalte doua unghiuri.
Rezolvare:

Construim un triunghi pe care il notam ABC. Presupunem cd <ABC = 44°39',
in acest caz, unghiul exterior al triunghiului ABC, care are masura egala cu 115°, D
nu poate avea varful in punctul B (deoarece nu e suplementar cu unghiul ABC). 152 (WA

Pe semidreapta CA fixam un punct D, astfel incat punctul A sa apartina segmen-
tului CD si presupunem cd <DAB = 115° (figura 12).

Deoarece unghiul DAB este unghi exterior triunghiului ABC, <DAB = <ABC + <ACB.
115°= 44°39" + <ACB = <ACB = 115°-44°39" = 70°271 ﬂ
Unghiurile BAD si BAC sunt suplementare, deci <BAC = 180°-<BAD =180° - 115° = 65°. B

. C e - . Figura 12
2. Stabileste natura triunghiului ABC, stiind ca masurile unghiurilor sale sunt invers

proportionale cu 0,(3); 0,2 si %

Rezolvare:

Presupunem ca masurile unghiurilor A, B si C sunt invers proportionale cu 0,(3);
0,2si %

Atunci, 0,(3)- (<A) = 0,2+ (<B) =3 - (40) = 3+ (4A) =3 - (4B) = § - (<0) =

1

8

<A _ <sB _ <aC_<A+<4B+aC _ 180° _ 1°15'
3 5 8 3+5+8 16 )

Obtinem: <A =11°15"- 3 =33°45; B =11°15"- 5=56°15"; «C = 11°15"- 8 = 90°.

Triunghiul ABC are un unghi cu masura egala cu 90°, deci este dreptunghic.

Aplic

1. i) Construieste un triunghi si noteaza-l GHI. @
ii) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Latura opusa unghiului GHI este ...
b) Unghiul cuprins intre laturile GH si Gl este unghiul ...
¢) Unghiul opus laturii IH este unghiul ...
d) Latura alaturata unghiurilor GHI si GIH este ...
e) Latura opusa unghiului ... este IH.

2. Deseneaza un triunghi dreptunghic ABC cu <A = 90°. Precizeaza care sunt catetele
si care este ipotenuza triunghiului ABC.

3. a) Deseneaza un triunghi ascutitunghic, noteaza-1 TUS si scrie elementele acestuia.
b) Fixeaza punctele M si N in interiorul triunghiului TUS si punctele P, Q si R in
exteriorul triunghiului TUS, astfel incat punctele T, M si P sa fie coliniare.

4. a) Deseneaza un triunghi obtuzunghic, noteaza-| DAR si scrie elementele acestuia.
b) Fixeaza punctele B si C in exteriorul triunghiului DAR, astfel incat BD = 3 cm,
CA =4 cm, iar punctele D, A si B sa fie coliniare.
¢) In interiorul triunghiului DAR fixeaza punctele E, F si G, astfel incat DE = AF = GR.

5. Se considera triunghiul MNP. Calculeaza masura unghiului M, stiind ca: @
a) <N = 30° si <P = 80°; c) <N + <P = 75°24;

b) <N = 50° si <M = <P, d) <P = 35°45"si<N = 2- <P
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APLICATIE 6. Calculeaza perimetrul triunghiului DEF, stiind ca:

! a) DE =5 cm, EF = 6 cm, DF = 8 cm; b) DE = 2EF = 1,5DF = 9 cm;
0 DE=%EF, DF = 0,3 DE, EF = 24 cm; d) DE + EF = 22 cm, DE + DF =29 cm, EF + DF =33 cm.

7. a) Calculeaza perimetrul unui triunghi echilateral, stiind ca o latura a sa are
lungimea egala cu 7,2 cm.
b) Determina lungimile laturilor unui triunghi echilateral al carui perimetru este
egal cu 27,3 cm.

8. a) Lungimea bazei unui triunghi isoscel este egala cu 10 cm, iar perimetrul triunghiului
este egal cu 36 cm. Determina lungimile celorlalte doua laturi ale triunghiului.

Masoara unghiurile si
laturile triunghiurilor
de mai jos si precizeaza
tipul acestora, tinand
cont de:

a) lungimile laturilor;
b) masurile unghiurilor.

A b) Laturile congruente ale unui triunghi isoscel au lungimea egala cu 7 cm, iar
perimetrul triunghiului este egal cu 19 cm. Determina lungimea bazei triunghiului.
9. a) Suma masurilor a doua dintre unghiurile unui triunghi este egala cu 90°.
Precizeaza natura triunghiului.
B b) Suma masurilor a doua dintre unghiurile unui triunghi este mai mica decat
90°. Precizeaza natura triunghiului.
b C 10. Determina masurile unghiurilor exterioare triunghiului DEF, stiind ca:
a) <D =90°, <E=55°17;  b) <D = <E,<F=73°.
11. Determina suma masurilor unghiurilor exterioare ale unui triunghi.
12. Masura unui unghi exterior al unui triunghi dreptunghic este egala cu 123°.
Determina masurile unghiurilor triunghiului.
E F 13. Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu 80°, iar masura unui
G unghi al triunghiului este egala cu 45°. Determina masurile celorlalte doua
unghiuri ale triunghiului.
14. Masurile a doua unghiuri exterioare ale unui triunghi sunt 98° si, respectiv, 152°.
Determina masurile unghiurilor triunghiului.
H | 15. Suma a cinci dintre unghiurile exterioare unui triunghi este egala cu 630°.
Demonstreaza ca triunghiul este dreptunghic.
: 16. Determina masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca sunt direct proportionale
Ccu 4, 65si8.
17. Determina masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca sunt invers proportionale
cu 0,25; 0,2 si 0,1(6).
18. Se considera un triunghi ABC cu perimetrul egal cu 74 cm. Pe latura BC se considera
K L un punct D. Determina lungimea segmentului AD, stiind A
ca perimetrul triunghiului ABD este egal cu 48 cm, iar
! perimetrul triunghiului ACD este egal cu 59 cm.
19. in figura 13 este reprezentat triunghiul ABC cu 8 c
<A =70°. Semidreapta CE este bisectoarea unghiului
P ACD, unghi exterior triunghiului ABC. Determina C
: masurile unghiurilor ACB si ABC, stiind ca CE || AB. Figura 13 D
Rezolva problemele urmatoare folosind metoda figurativa.
Q 20. Masura unghiului B al triunghiului dreptunghic ABC (<A = 90°) este de doua ori

mai mare decat masura unghiului C. Determina masurile unghiurilor B si C ale
triunghiului ABC.
21. Se considera triunghiul ABC cu <A = a°, <B = b°, «C =c° unde a, b, c € N.
S Determina masurile unghiurilor triunghiului ABC, in fiecare dintre cazurile:
R a) a, b, ¢ sunt numere naturale consecutive;

b) a, b, ¢ sunt numere naturale pare consecutive.
N 184



Triunghiul UNITATEA 6

2. Constructia triunghiurilor. Inegalitati intre elementele |
triunghiului W pr L )

Descopar

1. Deseneaza trei puncte coliniare si noteaza-le A, B si C. o
a) Cate drepte distincte trec prin cele trei puncte? ' &
b) Masoara lungimile segmentelor AB, AC si BC. Ce concluzie legata de lungimile -
acestor segmente poti sa formulezi?

2. Deseneaza trei puncte necoliniare si noteaza-le A, B si C.
a) Cate drepte distincte trec prin cele trei puncte? Deseneaza-le!
b) Masoara lungimile segmentelor AB, AC si BC. Calculeaza suma lungimilor a
doua dintre laturile triunghiului ABC si compar-o cu lungimea celeilalte laturi.
Ce concluzie poti sa formulezi?
¢) Scrie laturile triunghiului ABC in ordinea crescatoare a lungimilor lor.
d) Masoara unghiurile triunghiului ABC.
e) Scrie unghiurile triunghiului ABC in ordinea crescatoare a masurilor lor.
f) Scrie unghiul si latura care se afla pe aceeasi pozitie in ordonarile de la
punctele c) si e). Ce observi?

ivit @ @ @

Constructia triunghiurilor

Pentru a putea construi un triunghi este suficient sa stim:
o lungimile a doua laturi si masura unghiului cuprins intre ele - cazul LUL (laturd, unghi, latura);
« masurile a doua unghiuri si lungimea laturii alaturate acestora - cazul ULU (unghi, latura, unghi);
« lungimile celor trei laturi - cazul LLL (laturd, laturd, laturd).
1. Cazul LUL
Pentru a construi un triunghi stiind lungimile a doua laturi (a si b) si masura unghiului cuprins intre ele
(o) parcurgem urmatoarele etape:
o Construim un unghi cu masura a (figura 1).
« Fixam un punct pe una dintre laturile unghiului, la distanta a de varful unghiului (figura 2).
« Fixam un punct pe cealalta latura a unghiului, la distanta b de varful unghiului (figura 3).

» Construim segmentul ale carui capete sunt cele doua puncte fixate anterior, obtinand astfel triunghiul
care are doua laturi cu lungimile a si, respectiv, b, iar masura unghiului cuprins intre acestea este a

(figura 4).
[\3 (\) (\3
o o a ~ o
S~— S————
b b
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura &4
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2. Cazul ULU

Pentru a construi un triunghi stiind masurile a doua unghiuri (a si B) si lungimea laturii alaturate acestora
(a), parcurgem urmatoarele etape:

« Construim un segment cu lungimea a (figura 5).
« Construim un unghi cu masura egala cu o, cu varful in unul dintre capetele segmentului, ca in figura 6.

« in acelasi semiplan determinat de dreapta suport a segmentului ca unghiul a, construim un unghi cu
masura egala cu B, cu varful in celalalt capat al segmentului, ca in figura 7.

o Cel de-al treilea varf al triunghiului este punctul de intersectie a celor doua semidrepte ce reprezinta
laturile unghiurilor construite anterior, care nu contin segmentul construit initial (figura 8).

A A AN

a
Figura 5 Figura 6 Figura7 Figura 8

3. Cazul LLL

Pentru a construi un triunghi stiind lungimile laturilor sale (a, b si c) parcurgem urmatoarele etape:
o Construim un segment cu lungimea a (figura 9).
o Construim un cerc cu centrul in unul dintre capetele segmentului si raza egala cu b (figura 10).
» Construim un cerc cu centrul in celalalt capat al segmentului si raza egala cu c (figura 11).

o Cel de-al treilea varf al triunghiului este punctul sau unul dintre punctele de intersectie a celor doua
cercuri. Construim segmentele ale caror capete sunt acest varf si capetele segmentului initial. Obtinem
astfel triunghiul ale carui laturi au lungimile a, b si, respectiv, c (figura 12).

Flgura 9
1_
‘V

Figura 10 Figura 11 Figura 12

Inegalitati intre elementele triunghiului
Teorema 1. intr-un triunghi, lungimea unei laturi este mai mica decat suma lungimilor celorlalte doua laturi.
Altfel spus, in triunghiul ABC, AB < AC + BC, AC < AB + BC SiBC<AC + AB.
Teorema 2. intr-un triunghi, unei laturi cu lungimea mai mare i se opune un unghi cu masura mai mare si,
reciproc, unui unghi cu masura mai mare i se opune o latura cu lungimea mai mare.
Consecinte:

1. Intr-un triunghi obtuzunghic, latura opusa unghiului obtuz are cea mai mare lungime.

2. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai mare decat lungimea oricrei catete.
OBSERVATIE

Lungimea unei laturi a unui triunghi este mai mare decat diferenta lungimilor celorlalte doua laturi ale
triunghiului.
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UNITATEA 6

Exercitiu rezolvat

Lungimile laturilor triunghiului ABC, exprimate in centimetri, sunt numere
naturale, AB =3 cm si AC = 5 cm. Determina lungimea laturii BC a triunghiului ABC.

Rezolvare:

BC<AC+AB=BC<8cm.

Daca BC = 1.cm, atunci BC + AB = 4 cm si AC > BC + AB, ceea ce nu e posibil.
Daca BC =2 cm, atunci BC + AB = 5 cm si AC = BC + AB, ceea ce nu e posibil.
Daca BC = 3 cm, atunci BC + AB = 6 cm si AC < BC + AB, AB < AC + BC.

Daca BC = 4 cm, atunci BC + AB =7 cm si AC < BC + AB, AB < AC + BC.

Daca BC = 5 cm, atunci BC + AB = 8 cm si AC < BC + AB, AB < AC + BC.

Daca BC = 6 cm, atunci BC + AB =9 cm si AC < BC + AB, AB < AC + BC.

Daca BC =7 cm, atunci BC + AB =10 cm si AC < BC + AB, AB < AC + BC.
Asadar, latura BC a triunghiului ABC poate avea lungimea egala cu 3 cm, 4 cm,
5cm, 6 cm sau 7 cm.

Aplic

1. Construieste triunghiul ABC, stiind ca:

l.a) AB =2 cm, AC =5 cm, <A = 50°; c)BC=2,5cm, AC = 4 cm, <C = 120°;
b) AB =3,5 cm, BC = 4 cm, <B = 80°; d) AB = 4,2 cm, AC = 4,2 cm, <A = 100°.
II.a) <A =30°, AB =3 cm, <B =70°; c) <B=20°,CB=5cm, <C=20°;

b) <A = 45°, AC = 4 cm, <C = 60°; d) <A =10°,BA =3,5cm, <B = 150°.

~

ll.a) AB=4cm,AC=3cm,BC=5cm; c)BC=25cm,AC=4,2cm,AB=2,5cm;
b) AB = 3,5 cm, BC = 4 cm, AC = 6 cm; d) AB =4 cm,AC=4cm, BC=4cm.
2. Construieste triunghiul dreptunghic ABC (<A = 90°), stiind ca:
a)AB=5cm,AC=7cm; b) AB = 4 cm, <B = 30°.
3. Construieste triunghiul isoscel MNP (MN = MP), stiind ca:
a) MN = 4,5 cm, <M =50°; b) MP = 6 cm, <M = 120°; ¢) MN = 6 cm, P ,p = 20 Cm.
4. Construieste triunghiul echilateral ABC, stiind cd: a) AB = 6,5 cm; b) Pyysc = 15cm.
5. Construieste triunghiul isoscel ABC, stiind ca AB =7 cm si BC = 5 cm. Analizeaza
toate cazurile posibile.
6. Construieste triunghiul isoscel NMP, stiind ca MN = 8 cm si MP = 4 cm.
7. a) Deseneaza punctele A, B si C, astfel incat AB =5 cm, AC =8 cm si BC=3 cm.
b) Deseneaza punctele A, B si C, astfel incat AB = 10 cm, AC=7 cm si BC =5 cm.
8. a) Care este numarul maxim de drepte determinate de trei puncte?
b) Care este numarul minim de drepte determinate de patru puncte? Dar numarul
maxim?
9. a) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 14 cm. Determina lungimile
laturilor triunghiului stiind ca lungimea uneia dintre ele este egala cu 4 cm.
b) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 9 cm. Determina lungimile laturilor
triunghiului stiind ca lungimea uneia dintre ele este egala cu 2 cm.

~

10. Lungimile laturilor AB, BC si AC ale triunghiului ABC sunt direct proportionale cu
1, 4 si 9, iar perimetrul triunghiului este egal cu 36 cm.
a) Determina lungimile laturilor triunghiului ABC.
b) Scrie unghiurile triunghiului ABC in ordinea crescatoare a masurilor lor.

APLICATIE

A. Scrie unghiurile
triunghiului ABC

in ordinea
descrescatoare a
masurilor lor, stiind ca:
a) AB=6cm,
AC=8cm,BC=10 cm;
b) AB =7,8 cm,
AC=3,6cm,BC=9cm.
B. Scrie laturile
triunghiului ABC'in
ordinea crescatoare a
lungimilor lor, stiind ca:
a) <A =50°, <B = 40°;
b) <A =20°, <«C =100°.
C. Justifica de ce nu se
poate construi un
triunghi ABC, astfel
incat:

a) <A =70°,
<B=125°,AB=7cm;
b) AB =5 cm,
BC=6cm,AC=11cm;
c) AB =8 cm,
BC=8cm,AC=19 cm;
d) <A = 180°,
AB=7cm,AC=5cm.
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3. Linii importante in triunghi

Descopar
Impartiti clasa in patru grupe. Desenati un triunghi pe o coald de hartie.

Grupa 1:
« Indoiti triunghiul astfel incat, pe rand, laturile acestuia sa se suprapuna.

» Trasati cu creionul, folosind rigla, semidreptele cu origineain varfurile triunghiului
(care apartin interioarelor unghiurilor triunghiului) obtinute prin indoire.
Ce observati?

Grupa 2:
« Indoiti triunghiul astfel incat, pe rand, varfurile acestuia sa se suprapund.
» Trasati cu creionul, folosind rigla, dreptele obtinute prin indoire. Ce observati?
Grupa 3:
Construiti:
« perpendiculara din punctul A pe dreapta BC;
« perpendiculara din punctul B pe dreapta AC;
« perpendiculara din punctul C pe dreapta AB.
Ce observati?
Grupa 4:
Construiti:

» segmentul ale carui extremitati sunt punctul A si mijlocul laturii BG;
» segmentul ale carui extremitati sunt punctul B si mijlocul laturii AC;
» segmentul ale carui extremitati sunt punctul C si mijlocul laturii AB.
Ce observati?

it @ @ @ @

Bisectoarele unghiurilor unui triunghi. Cercul inscris in triunghi

Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a acestora se noteaza de
obicei cu | si este centrul cercului inscris in triunghi (figura 1).

Dreptele suport ale laturilor unui triunghi sunt
tangente cercului inscris n triunghi. Lungimea
razei acestui cerc este egala cu distanta de la
centrul cercului la laturile triunghiului. Asadar,
r = d(l, AB) = d(I, AC) = d(l, BC) (figura 2).

Figura 1 Figura 2
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Mediatoarele laturilor unui triunghi. Cercul circumscris unui triunghi

Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a acestora se noteaza de
obicei cu O si este egal departat de varfurile triunghiului (figura 3).

Cu alte cuvinte, OA = OB = OC. Asadar, punctul O este centrul cercului caruia ii apartin varfurile triunghiului,
numit cercul circumscris triunghiului (figura 4).

centrul cercului circumscris
triunghiului ABC

A
¢ AABC e ascutitunghic AABC e obtuzunghic AABC e dreptunghic
Dreptele a, b, ¢ sunt mediatoarele
laturilor triunghiului ABC. Cercul circumscris triunghiului ABC
Figura 3 Figura &4

inaltimile unui triunghi

Se numeste inaltime a unui triunghi un segment ale carui extremitati sunt un varf al triunghiului si piciorul
perpendicularei duse din acel varf pe dreapta suport a laturii opuse.

Un triunghi are trei inaltimi.

Dreptele suport ale inaltimilor unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a acestora se noteaza
de obicei cu H si se numeste ortocentrul triunghiului (figurile 5, 6, 7).

A A
onttocen.trul. ortocentrul ———=xH
triunghiului ABC triunghiului ABC
A
ortocentrul
B triunghiului ABC .
C “H € B = C
Inltimile triunghiului Indltimile triunghiului Indltimile triunghiului
ascutitunghic ABC dreptunghic ABC obtuzunghic ABC
Figura 5 Figura 6 Figura7

OBSERVATII

1. Ortocentrul unui triunghi ascutitunghic apartine interiorului triunghiului (figura 5).

2. Cele doua catete ale unui triunghi dreptunghic sunt si inaltimi ale acestuia. Ortocentrul unui triunghi
dreptunghic coincide cu varful unghiului drept al triunghiului (figura 6).

3. Ortocentrul unui triunghi obtuzunghic apartine exteriorului triunghiului (figura 7).

6
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Medianele unui triunghi

Se numeste mediana a unui triunghi un segment ale carui extremitati sunt un varf al triunghiului si mijlocul
laturii opuse acestuia (figura 8).

A
A
¢ F E
D centrul de greutate
al triunghiului ABC
B BS———p—#—C
Segmentul CD este 0 mediana Segmentele AD, BE si CF sunt
a triunghiului ABC. medianele triunghiului ABC.
Figura 8 Figura 9

Un triunghi are trei mediane (figura 9).

Medianele unui triunghi sunt concurente. Punctul de intersectie a acestora se noteaza de obicei cu G si se
numeste centrul de greutate al triunghiului (figura 9).

Centrul de greutate al unui triunghi se afla pe fiecare mediana, la doua treimi de varf si o treime de baza.

De exemplu, in figura 9, BG = % BE, GE = % BE. Deducem de aici ca BG = 2GE.

Exercitiu rezolvat
Punctul | este centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Determind masura
unghiului BIC, stiind ca <BAI = 36°.
Rezolvare:
A in figura 10 e reprezentat triunghiul ABC.
Ipoteza: | e centrul cercului inscris in triunghiul ABC, <BAI = 36°
Concluzie: <BIC

Demonstratie: Punctul | e centrul cercului inscris in triunghiul ABC, deci
B semidreptele Al, Bl si Cl sunt bisectoarele unghiurilor BAC, ABC si, respectiv, ACB.

Figura 10
Rezultd <BAI = <CAI = %, <ABI = <CBI = %, <ACl = <BCl = #.

<BAI =36° = <BAC=2-36° =72°
<BAC + <ABC + <ACB = 180°= 72°+<ABC + <ACB = 180°=

<ABC + <ACB = 180° - 72° = 108° = <IBC + <ICB = # . # -
- SABC+ ACB_ 1050 .2 = 5.

in triunghiul IBC, <IBC + <ICB + <«BIC = 180°.
Rezultd <BIC = 180° - («IBC + <ICB) = 180° - 54° = 126°.
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Aplic

. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Daca M este mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, atunci segmentul CM este
0 ... a triunghiului ABC.

b) Daca segmentul AN este o mediana a triunghiului ABC, atunci punctul N este ...
segmentului ...

c) Daca segmentele AM si BE sunt mediane ale triunghiului ABC si BE n AM = {G},
atunci punctul G se numeste ...

d) Daca segmentul AD este o mediana a triunghiului ABC si G este centrul de
greutate al acestuia, atunci AG = ... AD i AG = ... GD.

. Construieste triunghiul ABC si mediatoarele laturilor sale in fiecare dintre cazurile:
a)AB=4cm,<A=90°,AC=3cm; ¢)BC=7cm, <B=70° <C=30°

b) AB=5cm,BC=6cm,<«B=120°; d)AB=6cm,AC=8cm,BC=12cm.

. Construieste triunghiul ABC si inaltimile sale in fiecare dintre cazurile:
a)AB=5cm, <B=90°,BC=7cm; ¢)AC=10cm, <A =50°, <C = 60°

b) AB=9 cm, AC=6cm, <A=150°; d)AB=5cm,AC=7cm, BC=10 cm.

. Construieste triunghiul ABC si medianele sale in fiecare dintre cazurile:
a)BC=6cm,<B=100°,AB=7cm; c)AC=8cm, <A=70° <«C=70°%

b) AB=9 cm,AC=6cm, <A=90° d)AB=4cm,AC=7cm,BC=10 cm.

. Construieste triunghiul ABC stiind ca AC = 4 cm, BC = 6 cm si lungimea medianei
AM este egala cu 6 cm, MeBC.

. Mediatoarele laturilor DE si EF ale triunghiului DEF se intersecteaza in punctul O.
Calculeaza OD + OE + OF, stiind ca OE = 8 cm.

. Punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar punctul D este
mijlocul segmentului BC. Demonstreaza ca OD L BC.

. Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Exista un punct in plan egal departat de cele
trei puncte? Daca da, cum se construieste?

. Punctele M, N si P sunt mijloacele laturilor BC, AC si, respectiv, AB ale triunghiului
ABC, iar G este punctul de intersectie a dreptelor AM, BN si CP.

a) Determina lungimea segmentului AG, stiind ca AM = 9 cm.
b) Determina lungimea segmentului CP, stiind ca PG =3 cm.
¢) Determina lungimea segmentului AG, stiind ca GM = 4,5 cm.
d) Determina lungimea segmentului NG, stiind ca BG = 2,3 cm.
e) Determina lungimea segmentului CG, stiind ca GP = 5 cm.
f) Determina lungimea segmentului NG, stiind ca BN = 36 cm.

10. Construieste triunghiul ABC cu BC = 4 cm, BA = 3 cm si AG = 2 cm, unde G este
centrul de greutate al triunghiului ABC.

11. Fie | punctul de intersectie a bisectoarelor unghiurilor triunghiului ABC.
a) Determina masura unghiului BAI, stiind ca <BAC = 100°.

b) Determina masura unghiului ICB, stiind cd <ACB =79°12".

¢) Determina masura unghiului ABC, stiind ca <IBC = 36°36'.

UNITATEA 6

PORTOFOLIU

1. Deseneaza un
triunghi ascutitunghic,
un triunghi
dreptunghic si un
triunghi obtuzunghic,
construieste
bisectoarele
unghiurilor acestora si
noteaza corespunzator
punctul lor de
intersectie.

2. Deseneaza un
triunghi ascutitunghic,
un triunghi
dreptunghic si un
triunghi obtuzunghic,
construieste
mediatoarele laturilor
acestora si noteaza
corespunzator punctul
lor de intersectie.

3. Deseneaza un
triunghi ascutitunghic,
un triunghi
dreptunghic si un
triunghi obtuzunghic,
construieste
medianele acestora si
noteaza corespunzator
punctul lor de
intersectie.

4. Deseneaza un
triunghi ascutitunghic,
un triunghi
dreptunghic si un
triunghi obtuzunghic,
construieste inaltimile
acestora si noteaza
corespunzator punctul
lor de intersectie.

5. Precizeaza pozitia
fata de triunghi a
centrului cercului
inscris, a centrului
cercului circumscris, a
centrului de greutate
si a ortocentrului unui
triunghi:

a) ascutitunghic;

b) dreptunghic;

¢) obtuzunghic.
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d) Determina masura unghiului ICA, stiind ca <BAC = 80° si <ABC = 75°.

e) Determina masura unghiului BAC, stiind ca <IBC = 32° si <ICA = 43°.

f) Determina masurile unghiurilor triunghiului ABC, stiind ca <IAB = 28° si
<ICB =37°47'.

12. Fie | centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Determina masurile unghiurilor
BAC si BAI, stiind ca <IBC = 44° si <ICB = 38° .

13. Se considera un triunghi ABC cu <A = 78° si 4B = 65°. Determina masurile
unghiurilor ABI, I1AC, ICB, BIC, BIA si AIC, unde | este centrul cercului inscris in
triunghiul ABC.

14. Fie | centrul cercului inscris in triunghiul MNP.

a) Determina masura unghiului NIP, stiind ca@ <NMP =79°.
b) Determina masura unghiului MIP, stiind ca <MNP = 102°40".
c) Determina masura unghiului MPN, stiind ca <MIN = 106°.

A d) Determina masurile unghiurilor triunghiului MNP, stiind c@ <MIN = 100° si

<MIP =130°.

15. Bisectoarea unghiului N al triunghiului MNP intersecteaza latura MP in punctul
Q. Determina masurile unghiurilor triunghiului MNP, stiind ca <QNP = 39° si
<NQM =95°.

16. In figura 11 este reprezentat triunghiul ABC. Dreapta AD este mediatoarea

segmentului BC (D €BC), CE este o inaltime a triunghiului ABC si
E M CE n AD = {M}. Demonstreaza ca BM L AC.

B D C 17. Se considera un triunghi ascutitunghic ABC. Punctul D apartine segmentului AC,
astfel incat BD este inaltime in triunghiul ABC. Determina masurile unghiurilor
triunghiului ABC, stiind ca semidreapta BD e bisectoarea unghiului ABC si
<DBC =35°,
18. Se considera un triunghi ascutitunghic ABC cu <A = 63°. Punctul H este
ortocentrul triunghiului ABC si BH n AC = {M}. Paralela dusa prin punctul A la
dreapta BM intersecteaza dreapta BC in punctul N.

Figura 11

a) Demonstreaza ca AN L AC.
b) Determina masurile unghiurilor NAB si ACH.

19. In figura 12 este reprezentat unghiul XOY si un punct A in interiorul acestuia.
Perpendiculara din A pe dreapta OX intersecteaza dreptele OX si OY in punctele
B si, respectiv, M, iar perpendiculara din A pe dreapta OY intersecteaza dreptele
OX si OY in punctele N si, respectiv, C. Demonstreaza ca OA L MN.

20. Fie un triunghi ABC cu <A = 80° si <B = 40°. Punctul H este ortocentrul
triunghiului ABC si BH N AC = {M}, AHNBC = {N}, CHn AB = {P}. Determina
masurile unghiurilor ABM, BMC, ANC, BPC, NAC, NCH, AHB §i MHC.

21. Fie H ortocentrul triunghiului ABC cu <A = 120° si <«C = 25°. Determina
masurile unghiurilor BAG, HBG, ECH, BHC, HAE si FAC, unde {E} = ACn BH,
{F} = ABNnCH, {G} = BCn AH.

22. In figura 13 este reprezentat triunghiul oarecare ABC. Punctul M e mijlocul
segmentului AB, punctul N e simetricul punctului B fata de punctul C,
ACNMN = {P} si BP n AN = {Q}. Demonstreaza ca punctul Q este mijlocul

Figura 13 segmentului AN.
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4. Congruenta triunghiurilor oarecare
4. Criterii de congruenta a triunghiurilor

Descopar

1. a) Deseneaza doua triunghiuri, TUS si ARC, astfel incat TU = 4 cm ,<T = 50°,
TS =6 cm, AC =6 cm, <A =50° si AR = 4 cm.
b) Decupeaza si apoi suprapune cele doua triunghiuri. Ce observi?
2. a) Deseneaza doua triunghiuri, MIC si DAR, astfel incat <M = 60°, MC = 4 cm,
<C=80° <D =60° DR=4cm si <R =80°.
b) Decupeaza si apoi suprapune cele doua triunghiuri. Ce observi? >
3. a) Deseneaza doua triunghiuri, LAC si DOR, astfel incat LA = 4 cm, LC =3
AC=6cm,DO=4cm,DR=3cm,OR=6cm.
b) Decupeaza si apoi suprapune cele doua triunghiuri. Ce observi?

invat @

in clasa a V-a ati invatat ca doua figuri geometrice sunt congruente daca, prin suprapunere, coincid. Putem
spune astfel ca doud triunghiuri sunt congruente dac, prin suprapunere, coincid. in aceasta situatie,
fiecare latura a unui triunghi este congruenta cu cate o latura a celuilalt triunghi si fiecare unghi al unui
triunghi este congruent cu cate un unghi al celuilalt triunghi. Aceasta definitie poate fi formulata si astfel:

Definitie: Doua triunghiuri care au laturile si unghiurile respectiv congruente sunt congruente.

Daca ABC si DEF sunt doua triunghiuri oarecare, prin

notatia AABC = ADEF (citim ,triunghiul ABC este 7 ;

congruent cu triunghiul DEF”) intelegem congruentele:

AB = DE, AC = DF, BC = EF, <A = <D, <B = <E, <C = «F. c F
in figura 1 sunt ilustrate grafic aceste congruente.

in scrierea AABC = ADEF, laturile AB si DE (AC si DF, BC

si EF) se numesc laturi omoloage, iar unghiurile <A si .

<D (<B si <E, <Csi <F) se numesc unghiuri omoloage. B
Figura 1(AABC = ADEF)

OBSERVATIE

in notatia triunghiurilor congruente conteaza ordinea in care sunt scrise varfurile triunghiurilor (laturile
omoloage sunt congruente, unghiurile omoloage sunt congruente). Astfel, daca AABC = ADEF, nu rezulta
AABC = AEFD (deoarece unghiurile omoloage din acest caz sunt altele decat in cazul anterior), dar rezulta
ABAC = AEDFE <
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UNITATEA 6 Triunghiul

Criterii de congruenta a triunghiurilor

o b Criteriul LUL (latura, unghi, latura)
Doua triunghiuri oarecare care au cate doua laturi si
unghiul cuprins intre ele respectiv congruente sunt
B E congruente (figura 2).
Daca in triunghiurile oarecare ABC si DEF avem
C . AB = DE,<B = <E si BC = EF, atunci AABC = ADEF.

Ca urmare, AC = DF, <A = <D si <C = <F (figura 2).
Figura 2

Criteriul ULU (unghi, latura, unghi)

A Doua triunghiuri oarecare care au cate o latura si
unghiurile alaturate acesteia respectiv congruente
sunt congruente (figura 3).
Daca in triunghiurile oarecare ABC si DEF avem
B

<B = <E, BC = EF si <C = <F, atunci AABC = ADEF. Ca
Figura 3 urmare, AB = DE, AC = DF si <A = <D (figura 3).

Criteriul LLL (latura, latura, latura)

Doua triunghiuri oarecare care au laturile respectiv
congruente sunt congruente (figura 4).

F Daca in triunghiurile oarecare ABC si DEF avem AB = DE,
AC = DF, BC = EF, atunci AABC = ADEF. Ca urmare,

<A = <D, <B = «E, <C = <F (figura 4).
Figura 4

OBSERVATIE

Dupa ce demonstram ca doua triunghiuri sunt congruente, folosind unul dintre cazurile de congruenta de
mai sus, pentru a descoperi restul elementelor care sunt respectiv congruente tinem cont de urmatoarele:
laturilor congruente li se opun unghiuri respectiv congruente, unghiurilor congruente li se opun laturi
respectiv congruente.

Exercitiu rezolvat

in figura 5 sunt reprezentate triunghiurile ACB si ECD, astfel incat AD n EB = {C},
A E AC = EC si CB = CD. Demonstreaza ca AACB = AECD si scrie celelalte elemente
congruente ale celor doua triunghiuri.

C Rezolvare:
Ipoteza: AC=EC,CB=CD
Concluzie: AACB = AECD
Demonstratie: in AACB si AECD avem:

B D AC = EC
Figura 5 <ACB = <ECD (unghiuri opuse la varf) » =—=NAACB = AECD
B = (D ()
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AACB = AECD = AB = ED, <CAB = <CED («CAB este unghiul opus laturii CB STIATI CA.?
in triunghiul ACB, <CED este unghiul opus laturii CD in triunghiul ECD si BC = CD), .
<ABC = <EDC (<ABC este unghiul opus laturii AC in triunghiul ACB, <EDC este
unghiul opus laturii EC in triunghiul ECD si AC = EC).

Exista triunghiuri
care, desi au cinci
perechi de elemente
respectiv congruente,

Aplic nu sunt congruente.
1. Completeaza casetele pentru a obtine propozitii adevarate: Un EX?WPIU il
a) Daca AMNP = ARST, atunci NP =[], (] =RT, <N = <[], «[J = T. constituie .
. . . triunghiurile de mai
b) Dacd AR = SU, AC = SP si RC = UP, atunci AL]= AL Ca urmare, <[ J= <[] o

<=« «[d=<«l1

¢) Daca AP = MI, <A = <l si AR = IC, atunci ALJ = AL Ca urmare, <[] = <[], ﬁ;m
<=« B

2. StiindcaAAER = APIN, scrie laturile siunghiurile omoloage respectiv congruente.

3. Stiind cd AABC = AFED, <A = 40° si <«C = 88°, determina masurile unghiurilor @ oS 2cm
triunghiului FED. p
77 ¢

4. Stiind ca AASR = APQT, <Q = 102° si <P = 26°, determina masurile unghiurilor
triunghiului ASR.
5. Stiind ca AMEN = APUR, <M =73°24' si <R = 27°48’, determina masurile celorlalte
unghiuri ale triunghiurilor MEN si PUR.
6. Stiind ca ADAN = ARUP, AD = 2 cm, DN = 4 cm si AN = 5 cm, determina lungimile
laturilor triunghiului RUP.
7. Stiind ca AARM = ABIS, Bl = 8 cm, IS = 6 cm si BS = 10 cm, determina lungimea
segmentului AR si perimetrul triunghiului ARM.
8. Stiind ca ANOI = AABC, NO = 12 cm, Ol = 10,3 cm si AC = 19,45 cm, determina
perimetrul triunghiului ABC.
9. Stiind ca AABC = AMNP, AB = AC, AB =5 cm si NP = 8 cm, determina perimetrul
triunghiului MNP.
10. Stiind ca AABC = AMNP, AB = 4,5 cm, BC = 8,3 cm si MP = 11 cm, determina
perimetrul triunghiului MNP.
11. Stabileste natura triunghiului MNP, stiind ca AMNP = AMPN.
12. Stabileste natura triunghiului MNP, stiind ca AMNP = AMPN = APNM.
13. Identifica, infigurile geometrice de maijos, triunghiuri congruente, demonstreaza
congruenta acestora folosind cazurile de congruenta si scrie congruentele
celorlalte elemente.

D

N_, c A A ,
) b) )
VANV @ Jansy
! B
B B C ¢ :

A M
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A
g)
D
B
B C

Figura 6

15.

A
16.
D E
B C 17.

Figura7

18.

{%} .

Figura 8

20.

Figura 9
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14.

21.
A
B C

S

M
e) Q f)
N R
P
M
h) A P
—o—Dﬂ—:—c N P

in figura 6 este reprezentat triunghiul echilateral ABC. Punctul D este mijlocul
laturii AB. Demonstreaza ca ABCD = AACD.
Pe laturile OA si OB ale unghiului AOB se considera punctele M si, respectiv, N
astfel incat OM = ON. Demonstreaza ca AMOS = ANOS, unde S este un punct
oarecare pe bisectoarea unghiului AOB.
in figura 7 este reprezentat triunghiul ABC cu <«B = <C. Semidreptele BE (E € AC)
si CD (D € AB) sunt bisectoarele unghiurilor B si C ale triunghiului ABC.
Demonstreaza ca AEBC = ADCB.
Se considera triunghiurile ABC si MNP, astfel incat AB = MN, <ABC = <MNP si
<ACB = <MPN. Demonstreaza ca AABC = AMNP.

in figura 8 sunt reprezentate doua cercuri cu centrele O si, respectiv, 0’, secante
in punctele A si B. Demonstreaza ca AAOO’ = ABOO'.

. Se considera triunghiul ABC. Paralela prin A la dreapta BC intersecteaza paralela

prin C la dreapta AB in punctul M. Demonstreaza ca AABC = ACMA.

Fie ABC un triunghi oarecare. Punctul M este mijlocul laturii AC a triunghiului
ABC, iar punctul D e simetricul punctului B fata de punctul M. Demonstreaza ca:

a) AAMD = ACMB; b) AAMB = ACMD.
in figura 9 este reprezentat un cerc cu centrul in punctul O si punctele A, B si C

care apartin acestuia, astfel incat arcele AB si BC au aceeasi masura.
Demonstreaza ca AOAB = AOBC.
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4.2. Criteriile de congruenta a triunghiurilor dreptunghice

Descopar

a) In figura 1 sunt reprezentate punctele A, B, C si D, astfel incat dreapta CD e
mediatoarea segmentului AB si <CBA = <BAD. Demonstreaza ca ACOB = ADOA,
unde {0} = ABn CD.

b) Tn figura 2 sunt reprezentate triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si triunghiurile
dreptunghice ADB si AEC cu <DAB = <EAC = 90° si AD = AE. Demonstreaza ca
AADB = AAEC.

c) Construieste triunghiurile dreptunghice ABC si MNP astfel incat <BAC = <NMP = 90°,
AB =3 cm, BC=5cm, MN = 3 cm si NP = 5 cm. Decupeaza cele doua triunghiuri si
suprapune-le. Ce observi?

d) Numeste criteriile de congruenta a triunghiurilor folosite la punctele a)-c) omitand
congruenta unghiurilor drepte si utilizand denumirile laturilor unui triunghi dreptunghic.

invat D

Deoarece oricare triunghi dreptunghic are un unghi drept, rezulta ca doua
triunghiuri dreptunghice sunt congruente daca exista doua perechi de
elemente omoloage congruente (diferite de unghiurile drepte), dintre
acestea cel putin una fiind o pereche de laturi.

Astfel, criteriile de congruenta a triunghiurilor dreptunghice sunt:

Criteriul CC (cateta, catetd)

Doua triunghiuri dreptunghice care au catetele respectiv congruente
sunt congruente.

A< B
0
D

Figura 1

B C
Figura 2

Demonstratie: Fie triunghiurile dreptunghice ABC si MNP cu <A = <M = 90°, ; X
AB = MNsiAC = MP (figura 3). A N
in triunghiurile ABC si MNP avem: « %
P
C

AB = MN
<A = <M = 90° » == AABC = AMNP
AC = mp ) (LUD)

Criteriul CU (cateta, unghi ascutit)

Doua triunghiuri dreptunghice care au cate o cateta si unghiul ascutit

in triunghiurile ABC si MNP avem:

Figura 3

B
alaturat acesteia respectiv congruente sunt congruente. S
Demonstratie: Fie triunghiurile dreptunghice ABC si MNP cu <A = <M =90°, A N
AB = MNsi <B = <N (figura 4). Q %
P
C

<A = <M = 90°
AB = MN —— AABC = AMNP
<B = <N (UL

Figura 4
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Figura 8

. <B
% In triunghiurile ABC si MNP avem: BC
N
<C
)

OBSERVATIE

Fie triunghiurile dreptunghice ABC si MNP cu <A = <M = 90°, AB = MN
si<C = <P (figura 5).

y Deoarece suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180° avem:
<B = 180°-(<A + <C) = 180°- (90°+ <«C) = 90°-<C (1)

<N = 180°-(<tM + <P) = 180°- (90°+ <P) = 90°-<«P (2)

Tinand cont de faptul ca <C = <P si de relatiile (1) si (2) obtinem <B = <«N.

A <A = <M

In triunghiurile ABC si MNP avem: AB = MN » == AABC = AMNP.
<B = <N ) UL

Putem formula acest rezultat astfel:

Doua triunghiuri dreptunghice care au cate o cateta si un unghi ascutit
respectiv congruente sunt congruente.

Criteriul IU (ipotenuza, unghi ascutit)

M
Doua triunghiuri dreptunghice care au ipotenuzele si un unghi ascutit
N respectiv congruente sunt congruente.
: Demonstratie: Fie triunghiurile dreptunghice ABC si MNP cu <A = <M = 90°,

BC = NPsi <C = <P (figura 6).

<B = 180°-(<A + <C) = 180°-(90° + <«C) = 90°-<«C
<N = 180°-(<«M + <«P) = 180°-(90° + <«P) = 90°-<P » = <B = <N
<C = «P

<N
NP » ——= AABC = AMNP.

Criteriul CI (cateta, ipotenuza)

Doua triunghiuri dreptunghice care au ipotenuzele si cate o cateta
respectiv congruente sunt congruente (figura 7).

Exercitiu rezolvat

in figura 8 e reprezentat segmentul AB si punctele C si D, situate in semiplane
diferite delimitate de dreapta AB, astfel incat CA_LAB, DBLAB si AC = BD.
Demonstreaza ca AOAC = AOBD, unde {0} = AB n CD.

Rezolvare:
Ipoteza: CA LAB (CeAB), DBLAB (D¢AB),AC = BD,ABNnCD = {0}
Concluzie: AOAC = AOBD

Demonstratie:

CA L AB = <CAO = 90°
BD L AB = <DBO = 90°

in triunghiurile dreptunghice OAC si OBD (<«CAO = <DBO = 90°) avem:

} = <CAO = <DBO = 90°

CA = DB
<AOC = <BOD (unghiuri opuse la vérf)}(czu})'AOAC = A0BD



Triunghiul

UNITATEA 6

Aplic

1. Precizeaza valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii. 0
a) Daca triunghiurile ABC si MNP sunt dreptunghice cu <A = 90°, <M = 90° si
<C = <P, atunci AABC = AMNP.

b) Daca <BAC = <NMP = 90°, <ABC = <MPN, AB =15 cm si NP = 15 cm, atunci
ABAC = APMN.
. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Daca AB = MN, <A = <M = 90° si BC = NP, atunci A... = A..., conform criteriului
de congruenta ....
b) Daca EF = TR, <G = <P = 90° si <E = «T atunci AGEF = A..., conform criteriului
de congruenta ....
¢) Dacd RT=MN, <R = <M =90° si <5 = <P, atunci A... = AMNP, conform criteriului
de congruenta ....
d) Daca AU = PN, <U = <N = 90° si UR = NL, atunci A... = A..., conform criteriului
de congruenta ....

. Infigura 9 este reprezentat triunghiul ABC cu <ABC = <ACB. AM este o mediana a
triunghiului ABC, iar punctele N si P apartin segmentelor AB si, respectiv, AC,
astfel incat MN L AB si MP L AC. Demonstreaza ca ABMN = ACMP.

A
X
A
B
N P 0
B " C C v
Figura 9 Figura 10

. In figura 10 e reprezentat unghiul XOY si bisectoarea acestuia, semidreapta OB.
Punctele A si C apartin semidreptelor OX si, respectiv, OY, astfel incat BA_L OX si
BC L OY. Demonstreaza ca AOAB = AOCB.

. Fie ABCun triunghi dreptunghic cu <A=90°,AB =6 cm si AC = 8 cm. Pe semidreapta
BA se considera punctul M, astfel incat AM = 8 cm, iar pe semidreapta CA se
considera punctul N, astfel incat CN = 14 cm. Demonstreaza ca AABC = AANM.

6. Fie d mediatoarea segmentului AB (d n AB = {0}), si punctele distincte M si N pe
dreapta d, astfel incat MO = ON. Demonstreaza ca AAOM = ABON.

. Fie ABC un triunghi isoscel (AB = AC). Perpendiculara Tn punctul B pe dreapta AB
intersecteaza perpendiculara in punctul C pe dreapta AC in punctul D.
Demonstreaza ca AABD = AACD.

8. Fie BB’ si CC’ (B'€AC, C'€AB) inaltimile triunghiului isoscel ABC (AB = AC).

Demonstreaza ca AABB’ = AACC'.

9. Fie d o dreapta, A un punct care nu apartine acesteia si A’ simetricul punctului A

fata de dreapta d. Demonstreaza ca, pentru orice punct Med, AAOM = AA’OM,

unde {0} = AA'n d.

LUCRAT! iN PERECH!!

Identificati, printre
triunghiurile de mai
jos, triunghiuri
congruente,
demonstrati
congruenta acestora
folosind cazurile de
congruenta si scrieti
congruentele
celorlalte elemente.

C
t&
A" B |
H 8cm
F /
G
7cm
D E
J
4cm
3cm
K L

N\

7cm 5cm
T R
u
/A
8cm
B
V
X W
3cm
0
4cm
Y
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5. Metoda triunghiurilor congruente

Descopar

1. Fie M un punct pe bisectoarea unghiului XOY. Punctul A este piciorul perpen-
dicularei duse din punctul M pe dreapta OX, iar punctul B este piciorul
perpendicularei duse din punctul M pe dreapta OY.

i) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei.

ii) Demonstreaza ca triunghiurile OAM si OBM sunt congruente.

iif) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.
a) Segmentele MA si MB sunt ...

b) Distanta de la punctul M la dreapta OX este ... cu distanta de la punctul M la
dreapta OY.

2. Dreapta d este mediatoarea segmentului AB, AB nd = {M} si P este un punct
oarecare pe dreapta d.

i) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei.
ii) Demonstreaza ca triunghiurile AMP si BMP sunt congruente.

iii) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate.
a) Segmentele PA si PB sunt ...
- N b) Punctul P este ... departat de capetele segmentului AB.

invat

Metoda triunghiurilor congruente se foloseste pentru a stabili congruentele intre elementele
corespunzatoare a doua triunghiuri. Astfel, pe baza criteriilor de congruenta, demonstram congruenta
celor doua triunghiuri, iar, pe baza definitiei congruentei a doua triunghiuri, obtinem congruenta celorlalte
elemente ale triunghiurilor.

Aplicatii:
1. Proprietatea punctelor de pe bisectoarea unui unghi
Teorema 1. Orice punct de pe bisectoarea unui unghi este egal departat de laturile acestuia.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un unghi XOY si un punct X
oarecare, M, pe bisectoarea acestuia (figura 1). A
Ipoteza: OM e bisectoarea unghiului XOY M
Concluzie: d(M,0X) = d(M,QY) 0

Demonstratie:

Fie A€OX astfel incit MALOX si BeOY astfel incat MBLOY (figura 1) = By
<OAM = 90°, <OBM = 90°, d(M,0X) = MA, d(M,QY) = MB. Figura 1

Semidreapta OM e bisectoarea unghiului XOY = <AOM = <BOM.
in triunghiurile dreptunghice AOAM si AOBM (<OAM = OBM = 90°) avem

OM = OM (latura comuna)
—AOAM = AOBM MA = MB d(M,0X) = d(M,QY).
<AOM = <BOM (V) ~ = ) ( )
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2. Proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment
Teorema 2. Daca un punct apartine mediatoarei unui segment, atunci el este egal departat de capetele
segmentului.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un segment AB si un punct d
oarecare P, pe mediatoarea acestuia, dreapta d (figura 2). P
Ipoteza: d este mediatoarea segmentului AB, P € d
Concluzie: PA = PB

Demonstratie: A ~—Im B
Fie {M}=d n AB = M e mijlocul segmentului AB = AM = MB

d e mediatoarea segmentului AB = d L AB = <AMP = <BMP = 90°. e
in triunghiurile dreptunghice AAMP si ABMP (<AMP = <BMP = 90°) avem:
Mp = Nl\';n(l‘:“;nwm”"é) == DAMP = ABHP = PA = P8
Exercitii rezolvate
1. n figura 3 este reprezentat triunghiul oarecare ABC si mediana AM a acestuia. A
Demonstreaza ca AM < AB+AC
Rezolvare:
Ipoteza: AABC - triunghi oarecare, AM mediana B ¢
Concluzie: AM < %

Demonstratie:
AM este mediana in triunghiul ABC = BM = MC (1) Figura 3

N

Fie N simetricul punctului Afata de punctulM = A, M, N sunt coliniare, AM = MN (2)
In triunghiurile AAMB si ANMC avem
BM = CMdin (1)
<AMB = <NMC (unghiuri opuse la varf) == AAMB = ANMC = AB = NC (3)
AM = MN din @) LD

(2)si(3)

i triunghiul ANC, AN < AC + CN. ==—=2AM < AC + AB = AM < ABZAC,

2

2. Se considera doua puncte distincte, A si B, si un punct M care nu apartine dreptei
AB. Punctul M’ este simetricul punctului M fata de dreapta AB. Demonstreaza ca M
semidreapta AB este bisectoarea unghiului MAM’ (figura &).

Rezolvare:

Ipoteza: M AB, M’ este simetricul punctului M fata de dreapta AB

=
H

Concluzie: AB este bisectoarea unghiului MAM’

Demonstratie:

Fie {0} = MM’ n AB. Cum M’ este simetricul punctului M fata de dreapta AB, avem w

MO = MO si MM’ LAB, de unde rezultd <AOM = <AOM’ = 90°. Heliag
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in triunghiurile dreptunghice AAOM si AAOM’ (<AOM = <AOM’ = 90°) avem:
AO = AO (latura comuna)

MO = MO =—AAOM = AAOM’' = <MAO = <M'AO
X N (0 AO c Int (<MAM’)
A = AB este bisectoarea unghiului MAM'.
M Aplic
0 1. in figura 5, este reprezentat unghiul XOY si punctele A, B si M, astfel incat A€ OX,
By B€OY, M € Int (<XOY), MALOX, MBLOY si MA = MB. Demonstreaza ca
Figura 5 semidreapta OM este bisectoarea unghiului XOY.
A 2. In figura 6 sunt reprezentate punctele A, B, C si D, astfel incat AC = CD si
<ACB = <«DCB. Demonstreaza ca AB = DB si CB L AD.
c B 3. n figura 7 sunt reprezentate triunghiurile dreptunghice ACM si BDN (<ACM =
<BDN = 90°). Punctele A, B, C si D sunt coliniare, AM = BN si <CAM = <DBN.
Demonstreaza ca AB = DCsiCN = DM.
D
. A
Figura 6 N
B B
A "‘C D
M C
Figura 7 Figura 8

4. Tn figura 8 este reprezentat triunghiul ABC cu AB = CB. Punctul D apartine
interiorului triunghiului ABC, astfel incat <ABD = <CBD. Demonstreaza ca
triunghiul ADC este isoscel.

5. Pe laturile OX si OY ale unghiului XOY se considera punctele A si, respectiv, B,
astfel incat OA = OB. Demonstreaza ca MA = MB, unde M este un punct
oarecare pe bisectoarea unghiului XOY.

6. Triunghiul ABC din figura 9 este isoscel (AB = AC). Punctele M si N apartin

dreptelor AC si, respectiv, AB astfel incat punctul A apartine segmentelor CM si BN

si AM = AN. Demonstreaza ca MB = NC.

M N

Figura 9 Figura 10
7. infigura10, punctele A, B, C siDapartin cercului cu centrul O, astfelincatAB = CD.
Demonstreaza ca <AOB = <«COD.

8. In triunghiul isoscel ABC (AB = AC) AM este mediand, iar punctele N si P apartin
laturilor AB si, respectiv, AC astfel incat AN = AP. Demonstreaza ca:

a) <BAM = <CAM; b) MN = MP.
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9. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC cu AB = AC = 10 cm se considera punctele
M si, respectiv, N astfel incat AM = 3 cm si NC = 7 cm. Demonstreaza ca BN = CM
(figura 11).

10. In figura 12 sunt reprezentate dreptele a si b care se intersecteaza in punctul O.
Punctele A si B apartin dreptei g, astfel incat punctul B este simetricul punctului
Afata de punctul O, iar punctele Csi D apartin dreptei b, astfelincat punctul D este
simetricul punctului C fata de punctul O. Demonstreaza ca:

a) AD = BC; b) AC || DB.
11. Se considera un triunghi ABC si O un punctin interiorul acestuia. Fie M simetricul

punctului O fata de dreapta AB si N simetricul punctului O fata de dreapta AC.
Demonstreaza ca:

a) BO = BM; b) CO =CN; c) AO = AM = AN.
12. Fie A si B doua puncte distincte si M un punct care nu apartine dreptei AB.

Punctul A’ este simetricul punctului A fata de punctul M, iar punctul B’ simetricul
punctului B fata de punctul M. Demonstreaza ca:

a) AB' = A'B; b) AB || A'B".

13. In figura 13 sunt reprezentate dreptele concurente AN si BM, AN n BM = {O}.
Unghiurile AMB si BNA sunt unghiuri drepte si MO = NO. Demonstreaza ca:

a)AM = BN; b) AAMB = ABNA.

14. Fie d o dreapta, A si B doua puncte distincte situate de aceeasi parte a dreptei d.
Notam cu A’si B’ simetricele punctelor A si B fata de dreapta d. Demonstreaza ca
AB=AB'SiAB=AB".

15. Se considera un triunghi ABC. Punctul D este mijlocul laturii BC, iar triunghiurile
ABD si ACD au acelasi perimetru. Demonstreaza ca:

a) <ABD = <ACD; b) AD L BC.

16. In figura 14, punctul M reprezinta un depozit, iar punctele N, P, Q si R reprezinta
magazinele care sunt aprovizionate din acel depozit. Punctele M, N si P sunt
coliniare, punctele R si Q sunt de o parte si de alta a dreptei MN, astfel incat
NR = NQ si RP = QP. Un camion cu marfa pleaca din depozit si aprovizioneaza
magazinele R si P, parcurgand traseul M-R-P. Un alt camion pleaca din depozit si
aprovizioneaza magazinele Q si P, parcurgand traseul M-Q-P. Demonstreaza ca
cele doua camioane parcurg aceeasi distanta.

Portofoliu

Rezolva cerintele urmatoare pe o coala de hartie
si adaug-o la portofoliu.

1.Enunta si demonstreaza reciproca teoremei 1
(vezi pagina 200).

2.Enunta si demonstreaza reciproca teoremei 2
(vezi pagina 201).

Figura 11

Figura 12
M N
0
AZ \ B
Figura 13
R
P
M N
Q
Figura 14
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6. Proprietati ale triunghiului isoscel

STIATI CA..2 Descopar

Cuvantul isoscel e Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC. Bisectoarea unghiului BAC intersecteaza
compus din doua dreapta BC in punctul D.

cuvinte ce provin din a) Demonstreaza ca AABD = AACD si scrie congruentele dintre elementele acestor
limba greaca: triunghiuri.

isos = egal si b) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

schelos = picior. Semidreapta AD este ... unghiului ...

Segmentul AD este 0 ... si 0 ... a triunghiului isoscel ABC.
Dreapta AD este ... segmentului ... .
Dreapta AD este axa de ... a triunghiului ABC.

ivat @ @

Ne amintim ca un triunghi care are doua laturi congruente se numeste triunghi A
isoscel, iar cea de-a treia latura a acestuia se numeste baza triunghiului.

Triunghiul isoscel are cateva proprietati importante pe care le vom enunta in
continuare.

Teorema 1. intr-un triunghi isoscel unghiurile alaturate bazei sunt congruente.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi isoscel ABC cu g C
AB = AC (figura 1). D

. . Figura 1
Ipoteza: AABC este isoscel (AB = AC) e
Concluzie: <ABC = <ACB
Demonstratie:

Construim bisectoarea unghiului BAC si notam cu D punctul in care aceasta intersecteaza latura BC a
triunghiului. Astfel, <BAD = <CAD.

in triunghiurile ABD si ACD avem:

AB AC
<BAD = <CAD —— AABD = AACD = <ABC = <ACB
AD = AD (latura comuna) (LUL)

Din congruenta triunghiurilor ABD si ACD rezulta si congruentele: BD = DC, <ADB = <ADC.

Cum punctele B, D si C sunt coliniare si BD = DC rezulta ca AD este mediana corespunzatoare bazei
triunghiului isoscel ABC.

Unghiurile ADB si ADC sunt congruente si suplementare, de unde rezulta <ADB = <ADC = 90°, adica
AD 1 BC. Asadar, AD este o inaltime a triunghiului ABC.

Cum punctele B, D si C sunt coliniare, BD = DC si AD LBC, obtinem ca dreapta AD este mediatoarea
segmentului BC.

N 204



Triunghiul

Aceste rezultate pot fi formulate astfel:

Teorema 2. intr-un triunghi isoscel, bisectoarea unghiului opus bazei, mediana si
inaltimea corespunzatoare bazei sunt incluse in mediatoarea bazei.

Cu alte cuvinte, in triunghiul isoscel ABC (AB = AC) din figura 2, semidreapta AD
este bisectoarea unghiului BAC, segmentul AD este o mediana si o indltime a
triunghiului ABC, iar dreapta AD este mediatoarea segmentului BC.

Teorema 3. Daca un triunghi are doua unghiuri congruente, atunci este triunghi
isoscel.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi ABC cu
<ABC = <ACB (figura 3).

Ipoteza: <ABC = <ACB
Concluzie: AABC este isoscel
Demonstratie:

AABC = AACB conform cazului de congruenta ULU (<ABC = <ACB, BC = (B,
<ACB = <ABC) = AB = AC = AABC este isoscel

Teorema 4. Daca intr-un triunghi o inaltime este inclusa intr-o bisectoare, atunci
triunghiul este isoscel.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi ABC. Bisectoarea
unghiului BAC intersecteaza dreapta BC in punctul D (figura 4).

Ipoteza: AD - bisectoarea unghiului BAC, AD L BC

Concluzie: AABC este isoscel

Demonstratie:

AD e bisectoarea unghiului BAC = <BAD = <CAD

AD L BC= <ADB = <ADC=90°

in triunghiurile dreptunghice ABD si ACD (<ADB = <ADC = 90°) avem:

AD = AD }:,AABD = AACD = AB = AC = NABC este isoscel
<BAD = <CADJ (cy)

Teorema 5. Daca intr-un triunghi o mediana este inclusa intr-o bisectoare, atunci
triunghiul este isoscel.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi ABC. Bisectoarea
unghiului BAC intersecteaza dreapta BC in punctul D (figura 5).

Ipoteza: AD e bisectoarea unghiului BAC, AD e mediana a triunghiului ABC
Concluzie: AABC este isoscel

Demonstratie:

AD este bisectoarea unghiului BAC = <BAD = <CAD (1)

AD este mediana a triunghiului ABC= BD = CD

UNITATEA 6

Figura 2

Figura 3

oo
U_l//:b
(@]

Figura &4

U/\/j>
(@]

Figura 5
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A Fie MeAC si N €AB, astfel incat DM L AC si DN L AB (figura 6).
in triunghiurile dreptunghice ADN si ADM (<AND = <AMD = 90°) avem:
AD = AD
<NAD = <MAD din “J(IT;AADN = AADM = AN = AM, DN = DM
N M~ in triunghiurile dreptunghice BDN si CDM (<BND = <CMD = 90°) avem:
B —t —C _
s l)B'\?flg,a}:}ABDN = ACDM = BN = (M
Figura 6 = ([®)
AN = AM B .
A BN = CM} = AB = AC = AABC este isoscel

Teorema 6. Daca intr-un triunghi o mediana este si inaltime, atunci triunghiul
este isoscel.

Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi ABC. AM este o
mediana si o indltime a triunghiului ABC (figura 7).

B~————1C  Ipoteza: AM - mediani si iniltime in AABC.
Figura 7 Concluzie: AABC este isoscel
Demonstratie:
A

AM e mediana in AABC = BM = CM
axa de AM e inaltime in AABC = AM L BC = <AMB = <AMC = 90°
" 9n triunghiurile dreptunghice ABM Si ACM (<AMB = <AMC = 90°) avem:

AM = AM}
BM = CM

EAABM = AACM = AB = AC = AABC este isoscel

BA—t—T1—4+—C
D

Teorema 7. Intr-un triunghi isoscel, mediatoarea bazei este axa de simetrie a

Dreapta AD este axa de triunghiului (figura 8).

simetrie a triunghiului o . . . . . . . .
isoscel ABC. Teorema 8. Daca Intr-un trlunghl mediatoarea unei laturi este axa de simetrie a

Figura 8 triunghiului, atunci triunghiul este isoscel.

Exercitiu rezolvat
Demonstreaza ca medianele corespunzatoare laturilor congruente ale unui
triunghi isoscel sunt congruente.
Rezolvare:

Pentru a rezolva aceasta problema consideram un triunghi isoscel ABC (AB = AC)
si medianele corespunzatoare laturilor congruente, CN si BM (figura 9).

N M Ipoteza: AABC isoscel (AB = AC), CN si BM sunt mediane in AABC
Concluzie: BM = CN

Demonstratie:

B C e
CN este mediana in AABC= BN=NA-= AB

Figura 9 2

BM este mediani in AABC = CM = MA = ATC = BN = (M

AABC isoscel (AB = AC)
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UNITATEA 6

AABC isoscel (AB=AC) = <ABC = <ACB

In triunghiurile NBC si MCB avem:
BN = CM
<NBC = <M(CB == ANBC = AMCB = BM = CN.

BC = CB (laturd comun3) ) (LU
Aplic
1. Un unghi al unui triunghi isoscel are masura egala cu 35°. Determina masurile

celorlalte unghiuri ale triunghiului. Analizeaza toate cazurile posibile.

. Un unghi al unui triunghi isoscel are masura egala cu 105°. Determina masurile

celorlalte unghiuri ale triunghiului.

. Masurile a doua unghiuri ale unui triunghi isoscel sunt direct proportionale cu 2

si 5. Determina masurile unghiurilor triunghiului.

. Lungimile a doua laturi ale unui triunghi isoscel sunt 8 cm si, respectiv, 4 cm.

Calculeaza perimetrul triunghiului.

in figura 10 e reprezentat traseul pe care il parcurge un paznic. Acesta porneste
din punctul A, verifica obiectivele din punctele B si C si apoi ajunge din nou in A
(parcurge traseul A-B-C-A). Stiind ca triunghiul ABC e isoscel si are o latura egala
cu 5 km, iar lungimea traseului este egala cu 21 km, determina lungimile celorlalte
laturi ale triunghiului ABC.

. Construieste un triunghi isoscel care are perimetrul egal cu 23 cm si o latura cu

lungimea egala cu 7 cm. Cate astfel de triunghiuri poti construi?

Construieste un triunghi isoscel care are perimetrul egal cu 24 cm, iar una dintre
laturi are lungimea egala cu media aritmetica a lungimilor celorlalte laturi.

. Stabileste natura triunghiului ABC, stiind ca <ABC = 65° si <BAC = 50°.

9. Unghiurile B si A ale triunghiului ABC au masurile egale cu 62°45' si, respectiv,

54°30'. Stabileste natura triunghiului ABC.

10. Unul dintre unghiurile alaturate bazei triunghiului isoscel ABC (AB = AC) are

1.

12

13.

14.

masura egala cu 70°. Calculeaza masura unghiului BIC, stiind ca punctul | este
centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

in figura 11 este reprezentat triunghiul isoscel ABC (AB = AC). Punctele D si E
apartin dreptei BC, astfel incat punctul B apartine segmentului CD, punctul C
apartine segmentului BE si BD = CE. Demonstreaza ca triunghiul ADE este isoscel.

Demonstreaza ca inaltimile construite din varfurile alaturate bazei unui triunghi
isoscel sunt congruente.

Se considera triunghiul isoscel ABC cu baza BC. Bisectoarea unghiului ABC
intersecteaza latura AC in punctul D, iar bisectoarea unghiului ACB intersecteaza
latura AB Tn punctul E. Demonstreaza ca BD = CE.

Se considera un triunghi ascutitunghic ABC. Punctul M este piciorul
perpendicularei duse din punctul B pe dreapta AC, punctul N este piciorul
perpendicularei duse din punctul C pe dreapta AB si BM = CN. Demonstreaza ca
triunghiul ABC este isoscel.

Figura 10

Figura 11
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15. Se considera triunghiul isoscel MNP cu baza NP si D un punct interior triunghiului
astfel incat <DNP = <DPN. Demonstreaza ca semidreapta MD este bisectoarea
unghiului NMP.

16. Pe laturile AB si AC ale triunghiului isoscel ABC (AB = AC) se considera punctele
M si, respectiv, N, astfel incat AM = AN. Demonstreaza ca AP L BC, unde
{P}=BN n CM.

17. Se considera triunghiul ABC cu <B = <C = 45°. Punctul D este piciorul perpendi-
cularei duse din punctul A pe dreapta BC.

a) Determina masura unghiului BAD.
b) Determina masura unghiului ADE, unde E este mijlocul segmentului AB.

18. Intriunghiul ascutitunghic ABC, AD este indltime, iar punctele M si N sunt picioarele
perpendicularelor duse din punctul D pe dreptele AB si, respectiv, AC.

a) Demonstreaza ca, daca DM = DN, atunci triunghiul ABC este isoscel.
b) Demonstreaza cd, daca triunghiul ABC este isoscel, atunci DM = DN.

19. Fie AD (D € BC) bisectoarea unghiului A al triunghiul isoscel ABC (AB = AC).
Determina lungimea segmentului AD, stiind ca perimetrul triunghiului ABC este
egal cu 36 cm si perimetrul triunghiului ABD este egal cu 25 cm.

20. Se considera un triunghi isoscel ABC (AB = AC). Semidreapta BE (E € AC) este

A bisectoarea unghiului ABC. Paralela dusa prin punctul E la dreapta AB
intersecteaza dreapta BC in punctul F. Demonstreaza ca triunghiurile FBE si EFC
sunt isoscele.

21. n figura 12 este reprezentat triunghiul isoscel ABC cu baza BC si o indltime a
acestuia, AD. Punctele M si N apartin segmentelor AB si, respectiv, AC, astfel

" N incat <ADM = <ADN .
a) Demonstreaza ca ABDM = ACDN.
b) Demonstreaza ca AD L MN.
B D c 22. Pe laturile AB si AC ale triunghiului isoscel ABC cu baza BC se considera punctele
Figura 12 D si, respectiv, E, astfel incat BD = CE. Dreptele BE si CD se intersecteaza in

punctul P.
a) Demonstreaza ca triunghiul PBC este isoscel.
b) Demonstreaza ca semidreapta AP este bisectoarea unghiului BAC.

23. Demonstreaza ca centrul cercului circumscris, centrul cerculuiinscris, ortocentrul
si centrul de greutate ale unui triunghi isoscel sunt coliniare.

24, Fie ABCun triunghiisoscel cu AB =AC =6 cm si BC =4 cm. Punctul D este simetricul
punctului A fata de dreapta BC. Calculeaza perimetrul triunghiului DBC.

25. Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC. Punctele D si E sunt simetricele punctelor
B si C fata de mijloacele segmentelor AC si, respectiv, AB.

a) Demonstreaza ca AD || BC.

b) Demonstreaza ca punctele E, A si D sunt coliniare.

¢) Demonstreaza ca punctul A este mijlocul segmentului DE.
d) Demonstreaza ca DC = EB.
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7. Proprietati ale triunghiului echilateral

Descopar STIATI CA..2

a) Construieste un triunghi echilateral cu latura egald cu 5 cm si noteaza-1 ABC. Cuvantul ?chilat?r ale
b) Demonstreaza ca <ABC = <BCA = <CAB. CNTEL5 €10 Gl

. - ) - 5 cuvinte ce provin din
c) Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

limba latina:
Unghiurile unui triunghi echilateral sunt ... aequus = egal si
Fiecare unghi al unui triunghi echilateral are masura egala cu ...°. latus-eris = latura.

d) Construieste inaltimile triunghiului ABC si demonstreaza cd acestea sunt mediane
ale triunghiului si sunt incluse in bisectoarele unghiurilor triunghiului si in
mediatoarele laturilor triunghiului.

it @

Ne amintim ca un triunghi care are toate laturile congruente se numeste triunghi
echilateral.

Deoarece orice triunghi echilateral este si isoscel, triunghiul echilateral are toate
proprietatile triunghiului isoscel.

>,>

Teorema 1. Unghiurile unui triunghi echilateral sunt congruente si au fiecare
masura egala cu 60°.

o
(@]

Figura 1
Demonstratie: Pentru a demonstra aceasta teorema consideram un triunghi

echilateral ABC (figura 1).
AB = AC = AABC isoscel cu baza BC = <ABC = <ACB
AB = BC = ABAC isoscel cu baza AC = <BAC = <ACB

<ABC + <ACB + <BAC = 180°
<ABC = <ACB = <BAC

}:> <ABC = <ACB = <BAC

} = <ABC = <ACB = <BAC=180°:3 =60°

>>

loe]
(@]

Teorema 2 (teorema reciprocd teoremei 1). Daca unghiurile unui triunghi sunt
congruente, atunci triunghiul este echilateral.

Demonstratie: Fie un triunghi ABC cu <ABC = <ACB = <BAC (figura 2).

<ABC = <ACB = AABC e isoscel cu baza BC = AB = AC
<ACB = <BAC = ABAC e isoscel cu bhaza AC = AB = BC

Figura 2

}#ABEACEBC#

= AABC e echilateral
Teorema 3. intr-un triunghi echilateral, bisectoarea unui unghi, mediana,
inaltimea si mediatoarea corespunzatoare laturii opuse acestuia au aceeasi
dreapta suport (figura 3).

e

oe]
(@]

Figura 3

Demonstratie:

Fie ABC un triunghi echilateral si AD (D € BC) bisectoarea unghiului BAC (figura ).
AABC e echilateral = AB = AC = AABC e isoscel cu baza BC
AD (D € BC) e bisectoarea unghiului BAC
mediana si inaltime a triunghiului ABC si dreapta AD e mediatoarea segmentului

BC (conform proprietatilor triunghiului isoscel).

} = segmentul AD e

N>

p=
o

Figura &
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A OBSERVATIE

= axa de 2 ¢ 5. g .
;";;’t‘;e simetie  Centrul de greutate, ortocentrul, centrul cercului circumscris si centrul cercului

inscris intr-un triunghi echilateral coincid.

Teorema 4. Mediatoarele laturilor unui triunghi echilateral sunt axe de simetrie

— ale triunghiului (figura 5).
° adde  C Lo .
simetrie Teorema 5. Daca mediatoarele laturilor unui triunghi sunt axe de simetrie ale
Figura 5 triunghiului, atunci triunghiul este echilateral.

Exercitii rezolvate

1. Pe prelungirile laturilor unui triunghi echilateral ABC se considera punctele
M € AB, N € AC si P € BC, astfel incat AN = BM = CP (figura 6). Demonstreaza ca
triunghiul MNP este echilateral.

Rezolvare:

Ipoteza: AABC este echilateral;
M € AB, N € AC si P € BC, AN = BM = CP.

Figura 6 Concluzie: AMNP este echilateral.
Demonstratie:
AM = AB + BM
BP = BC+CP
CN = CA+AN = AM=BP=CN
AB = BC = CA (AABC este echilateral)
BM = CP=AN

A, B, M sunt coliniare = <MBP =180° - <ABC
B, C, P sunt coliniare = <PCN =180° - <ACB
C, A, N sunt coliniare = <NAM =180° - <BAC
<ABC = <ACB = <BAC

in triunghiurile NAM, MBP si PCN avem:

= <MBP = <PCN = <NAM

AN =BM = CP
<NAM = <MBP = <PCN » == ANAM = AMBP = APCN = NM = MP =PN =
AM = BP = CN } LD
= AMNP este echilateral
2. In figura 7 este reprezentat triunghiul echilateral ABC in interiorul ciruia se
considera punctul D, astfel incat <ABD = 13° si «ACD = 17°. Demonstreaza ca
triunghiul BDC este dreptunghic.

Rezolvare:

C B Ipoteza: AABC echilateral
ey D € IntAABC, <ACD = 13°, <ABD = 17°
Concluzie: ABDC este dreptunghic.

2z " Z
(RS- o\o L & % T’+ , Q ‘Ef Xb . % %z-.
A I PRI N Sy
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Demonstratie:

AABC este echilateral = <ACB = <ABC = 60°

<DCB = <ACB - <ACD = 60°-17°=43°

<DBC = <ABC - <ABD = 60° - 13° = 47°

<CDB=180° - (<DCB + <«DBC) =180° - (47° + 43°) =90° = ABDC este dreptunghic.

Aplic

1. Completeaza spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate: @ -

a) Perimetrul unui triunghi echilateral a carui latura are lungimea egala cu
12,4 cm este egal cu ...

b) Unghiurile exterioare unui triunghi echilateral sunt ... si au masura egala cu ...°.
¢) Triunghiul echilateral are ... axe de simetrie.

d) Lungimea laturii unui triunghi echilateral cu perimetrul egal cu 19,5 cm este
egala cu ... cm.

2. Demonstreaza ca un triunghi isoscel care are un unghi cu masura egala cu 60°
este echilateral.

3. Demonstreaza ca un triunghi isoscel care are un unghi exterior cu masura egala
cu 120° este triunghi echilateral.

4. Un triunghi isoscel si un triunghi echilateral au perimetrele egale. Latura
triunghiului echilateral are lungimea egala cu 8 cm, iar baza triunghiului isoscel
are lungimea egala cu 6 cm. Determina lungimea uneia dintre laturile congruente
ale triunghiului isoscel.

5. Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC. Punctul M este mijlocul segmentului BC,
<BAM = 30° si MC = 8 cm. Determina perimetrul triunghiului ABC.

6. Demonstreaza ca medianele unui triunghi echilateral sunt congruente.

7. Pe laturile triunghiului echilateral ABC se considera punctele M € BC, N € AB si
P € AC, astfel incat AN = BM = CP. Demonstreaza ca triunghiul MNP este
echilateral.

8. Pe laturile BC si AB ale unui triunghiului echilateral ABC se considera punctele E
si, respectiv, F astfelincat EF || AC. Demonstreaza ca triunghiul BEF este echilateral.

9. Fie ABC un triunghi echilateral cu AB = 5 cm. Punctul A’ este simetricul punctului
A fata de BC, punctul B’ este simetricul punctului B fata de AC si punctul C’ este

simetricul punctului C fata de AB. A
a) Demonstreaza ca punctele A, B, C’sunt coliniare.
b) Calculeaza perimetrul triunghiului A'B'C’. i i
10. Fie Hortocentrul triunghiului echilateral ABC. DemonstreazacaAH = BH = CH.
11. n figura 8 este reprezentat triunghiul echilateral ABC in exteriorul caruia s-au B C
construit triunghiurile ABM, BCN si ACP, astfel incat AM = MB = BN = NC = CP = PA.
Demonstreaza ca triunghiul MNP e echilateral. N
12. Fie un triunghi echilateral ABC. Punctul M este simetricul punctului A fata de Figura 8

dreapta BC. Demonstreaza ca triunghiul MBC este echilateral.
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8. Proprietati ale triunghiului dreptunghic

Descopar

1. a) Construieste triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, AB =3 cm si AC = 4 cm.

b) Masoara ipotenuza BC si compara BC? cu AB? + AC2. Ce observi?
c) Construieste mediana AM, masoar-o si compara lungimea acesteia cu lungimea
ipotenuzei. Ce constati?

2. Se considera un triunghi dreptunghic ABC cu <A =90°, <C=30° si AB=3cm.
a) Determina masura unghiului ABC.
b) Deseneaza triunghiul dreptunghic ABC.

¢) Masoara ipotenuza triunghiului ABC si compara lungimea acesteia cu lungimea
catetei AB. Ce constati?

Ne amintim ca un triunghi care are un unghi drept se numeste triunghi

dreptunghic. Laturile care formeaza unghiul drept se numesc catete, iar latura ¢
opusa unghiului drept se numeste ipotenuza. 5
in figura 1 este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°. in acest caz, g o"’o%»
laturile AB si AC se numesc catete, iar latura BC se numeste ipotenuza. °
OBSERVATII A o S
1. Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt complementare. o
2. Fiecare dintre unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic isoscel are

masura egala cu 45°. 8 N
Teorema medianei. intr-un triunghi dreptunghic, lungimea medianei
corespunzatoare ipotenuzei este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.
Demonstratie: a
Fie triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90° si M mijlocul ipotenuzei BC (figura 2).
in triunghiul ABC, <A = 90° de unde rezultd ca <ACB + <ABC = 90°.
Fie N simetricul punctului A fata de punctul M. Atunci punctele A, M si N sunt C
coliniare, AM = MN, AN = 2-AM. (1) Figura 2
in triunghiurile AMC si NMB avem:

MC = MB
<AMC = <NMB (unghiuri opuse la Varf) » —=> AAMC = ANMB = {<‘ACM = =l
AM = NM S AC = BN

<ABN = <ABM + <INBMg <ABN = <ABM + <ACM = 90°
in triunghiurile dreptunghice BAC si ABN (<BAC = <ABN = 90°) avem:
:I(B: i EBN} (C=C>)'ABAC = AABN = BC = AN (=1)> BC=2-AM => AM = 37(:
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OBSERVATIE

Conform teoremei medianei, punctul care reprezinta mijlocul ipotenuzei unui
triunghi dreptunghic este egal departat de varfurile acestuia, deci centrul cercului
circumscris unui triunghi dreptunghic este mijlocul ipotenuzei.

Reciproca teoremei medianei: Daca mediana unui triunghi este egala cu jumatate
din lungimea laturii corespunzatoare, atunci triunghiul este dreptunghic si
ipotenuza lui este latura corespunzatoare medianei.

Demonstratie: C
Fie ABC un triunghi si M mijlocul laturii BC (figura 3). X
M = B am = mB = mc
M
AM = MC = AAMC este isoscel cu baza AC = <CAM = <MCA = X
AM = MB = AAMB este isoscel cu baza AB = <MAB = <MBA =Yy
X
<CAB = <CAM + <MAB =X +Yy y y
<CAB + <ABC + <BCA = 180°= (X+Y)+X+Yy = 180° = 2(X +Y)=180° = A _ B
X+Y = 90° = <4CAB = 90° = AABC e dreptunghic. Figura 3
Teorema unghiului de 30°. intr-un triunghi dreptunghic, lungimea catetei opuse
unghiului cu masura de 30° este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.
Demonstratie: .
Fie triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90° si <C = 30° (figura 4). >
.. . . T. medianei M
Punctul M este mijlocul ipotenuzei BC. ——=AM = BM = MC
in triunghiul ABC, <ABC = 180°-(<tACB + <BAC) = 180° - (30°+ 90°) = 60°. 30°
in triunghiul ABM, AM = BM si <ABC = 60°, de unde rezulta cd AABM e A Figura 4 ¢
echilateral, deci AB = AM = BM.
Cum BM = %, obtinem AB = %, adica lungimea catetei opuse unghiului cu masura
egala cu 30° este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.
Teorema reciproca. Daca intr-un triunghi dreptunghic o cateta are lungimea
egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei, atunci unghiul care se opune acestei
catete are masura egala cu 30°.
Demonstratie: B
Fie triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90° si AB = BTC (figura 5). "
.. . . T. medianei
Punctul M este mijlocul ipotenuzei BC —= AM =BM = MC = %C
AB = BM = AM = AABM este echilateral = <ABM = 60° A . ¢
Figura 5

in triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90° si <B = 60°, de unde rezulta <«C = 30°.
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STIATI CA..? Teorema lui Pitagora: intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii ipotenuzei
Numerele b, ¢, a este egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.

formeaza un triplet de  Altfel spus, in triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, BC2 = AB2 + ACZ
numere pitagoreice

dacs b2+ 2 g2 Reciproca teoremei lui Pitagora. Daca intr-un triunghi suma patratelor lungimilor

a doua laturi este egala cu patratul lungimii celei de a treia laturi, atunci

Exemple de numere triunghiul este dreptunghic.

pitagoreice:
*3,4,5(32+42=52);
e5,12,13 (52 + 122 = 13%);
«8,15,17 (82 + 152 = 172).

Altfel spus, daca in AABC avem AB? + AC? = BC?, atunci AABC este dreptunghic cu
<A =90°.

Exercitii rezolvate

B 1. Fie ABCun triunghi dreptunghicin A cu <C=30°. Punctul M este mijlocul ipotenuzei
" triunghiului ABC si MC = 5 cm. Calculeaza perimetrul triunghiului ABM (figura 6).
5cm Rezolvare:
30° a S
, AABC e dreptunghicin A | T. medianei
A c - ¢ dreptunghicin o M =55 & AM=BM=MC=5cm
Figura 6 M e mijlocul segmentului BC
in AABC, <A + <B + <C =180° = 90°+<B +30°=180° = <B = 60°
Cum AM = BM = 5 c¢cm si <«B = 60° rezulta ca AABM e echilateral, deci
N PAABM= 3'AM=15Cm.
o0 N . y
&““\\“g altitudinea 2. David parcurge cu masina un drum inclinat AB, AB = 400 m. Stiind ca drumul face
A C cu orizontala AC un unghi cu masura egala cu 30° («BAC = 30°), determina cu cat
Figura7 creste altitudinea la care se afla masina dupa parcurgerea drumului AB (figura 7).
Rezolvare:
AABC dreptunghicin C ~ BC - AB ~ BC = 200 m.
<A = 30° 2
3. Infiguraalaturatd este reprezentatd schematic 16 trepte =D
o scara formata din 16 trepte identice. O
treaptd (reprezentata prin triunghiul
dreptunghic ABC) are inaltimea AB = 15cm 8|36 cm
si latimea BC =36 cm (figura 8). 15m[—C .
Determina lungimea scarii (AD). A Figura 8
Rezolvare:
AD = 16AC.

T. Pitagora
AABC (<B =90°) =————= AC? = AB2+B(? = AC? = 152+362 =

= AC2 = 225+1296 = AC? = 1521

Descompunem in produs de factori primi numarul 1521 si obtinem
1521 = 32-132 = 392
AC? = 392 = AC = 39cm;AD = 16-39cm = 624cm = 6,24 m.
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Triunghiul

Aplic

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu masura unghiului B egala cu 68°.
Determina masura unghiului ACB.

. Calculeaza masurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic, stiind ca unul dintre

unghiurile exterioare ale acestui triunghi are masura egala cu 128°.

Masurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt direct
proportionale cu 2 si 8. Determina masurile unghiurilor triunghiului.

. Un unghi al unui triunghi dreptunghic are masura de 5 ori mai mica decat a altui

unghi al triunghiului. Determina masurile unghiurilor triunghiului.
Masurile unghiurilor ascutite ale un triunghi dreptunghicsuntinvers proportionale
cu05si % Determina masura unghiurilor ascutite ale triunghiului.

. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea egala cu 48 cm. Determina

lungimea medianei duse din varful unghiului drept al triunghiului.

in triunghiul ABC, dreptunghic in A, <B = 60° si BC = 16 cm. Determina lungimea
catetei AB.

. Masurile unghiurilor A, B, si C ale triunghiului ABC sunt direct proportionale cu

numerele 3, 2 si 1. Punctul M este mijlocul laturii BC. Demonstreaza ca:
a) triunghiul ABC este dreptunghicin A;
b) triunghiul ABM este echilateral.

. In triunghiul AABC, <A = 90°, <C = 30° si M este mijlocul laturii BC. Completeaza

tabelul de mai jos.

AB BC AM P oaem

3cm
10 cm
6 cm
21cm

10. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, <C = 30° si AB = 6,5 cm. Punctul M

este simetricul punctului B fata de dreapta AC, iar punctul N este simetricul
punctului C fata de punctul A. Determina perimetrul triunghiului BMN.

11. Fie triunghiul dreptunghic DAN cu <A =90° si DN =18 cm. Punctul M este mijlocul

laturii DN si <AMN = 120°. Determina perimetrul triunghiului AMD.

12. Fie triunghiul dreptunghic AABC cu <A = 90°. Punctul M este mijlocul laturii BC.

Completeaza tabelul urmator.

AB AC BC AM Paasc P aagm Paacm
6cm 8cm
12cm 13cm
12cm 10 cm
7cm 24 cm
9cm 4 cm
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UNITATEA 6

Triunghiul

C
scara zid
B A
Figura 9
B C
A D
Figura 10

Figura 11

N
A D
M

P
B C
Q
Figura 12
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Determina perimetrul triunghiului dreptunghic ale carui catete au lungimile
egale cu 8 cm si, respectiv, 15 cm.

Un pompier se afla in varful unei scari (BC) cu lungimea egala cu 13 m. Scara este
sprijinita de un zid (AC), iar distanta de la zid la piciorul scarii este egald cu 5 m
(AB = 5 m). La ce distanta de sol se afla pompierul? (figura 9)

Lungimile laturilor unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele 3, 4 si 5.
Demonstreaza ca triunghiul este dreptunghic.

Precizeaza daca a, b, c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic:

a)a=15cm, b=20cm, c=25cm; d)a=2cm,b=3cm, c=4cm;
b)a=10dm, b =26 dm, ¢ =24 dm; e)a=2dm,b=21dm, c=29 cm;
c)a=8cm,b=60mm,c=100 mm; f)a=1,6cm,b=3cm,c=34mm.

Se considera triunghiul ABC cu AB = AC = 26 cm si BC = 20 cm. Punctul D apartine
segmentului BC, astfel incat AD L BC. Calculeaza lungimea segmentului AD.

Fie A si B doua puncte care apartin cercului cu centrul O si raza egala cu 10 cm,
astfel incat AB = 16 cm. Calculeaza distanta de la centrul cercului la dreapta AB.

Fie M si N doua puncte care apartin cercului cu centrul O si raza egala cu 15 cm,
astfel incat distanta de la centrul cercului la dreapta MN este egala cu 9 cm.
Calculeaza perimetrul triunghiului MNO.

in figura 10 este reprezentat un teren sub forma unui dreptunghi ABCD. Daca
AB = 15 m si BD = 25 m, determina lungimea gardului necesar imprejmuirii
terenului.

Fie ABC un triunghi dreptunghic cu <A = 90°, AB = 25 cm si AC = 12 cm. Pe latura
AB se considera punctul M astfelincat AM =9 cm. Punctul D e simetricul punctului
A fata de mijlocul segmentului BC. Determina perimetrul triunghiului CMD.

Tn triunghiul MNP, <N = 45°, <P = 30°, MR L NP (R € NP) si RS L MP (S € MP).
Daca NR = 6 cm, determina lungimea segmentului MS.

in figura 11 sunt reprezentate aleile dintr-un parc. Triunghiul ABC este echilateral
cu AB = 0,3 km, iar triunghiurile AMB, BNC si CPA sunt dreptunghice
(<AMB = <BNC = <«CPA = 90°) cu <ABM = <BCN = <«CAP = 30°. Alin parcurge
traseul M-A-B-N, iar Robert parcurge traseul P-C-A-B. Determina
lungimea traseului parcurs de fiecare dintre cei doi.

Un teren in forma de triunghi dreptunghic are cele doua laturi care formeaza
unghiul drept egale cu 40 m si, respectiv, 30 m. Proprietarul planteaza pomi pe
toate laturile terenului pornind dintr-un varf al triunghiului. Cati pomi planteaza
daca distanta dintre doi pomi consecutivi este egala cu 2 m?

Se pot planta doi copaci la distanta de 24 m unul de celalalt intr-o gradina in
forma de dreptunghi cu dimensiunile 15 m si, respectiv, 20 m? Justifica.

Figura 12 reprezinta schita unui loc de joaca care are forma unui dreptunghi
ABCD cu AB =28 m si AD = 11 m. Punctele M, N, P si Q apartin segmentelor CD, AD,

: ; roca -lene an = .ap AP _ 15 .BQ _
AB si, respectiv, BC, astfel incat DM = 7CD; AN = 0,(72) - AD, PE-1Ycq " 0,1
Segmentele MN, NP, PB, BQ si MQ sunt trasate cu vopsea. Determina cantitatea
de vopsea folosita pentru trasarea acestora, stiind ca, pentru trasarea unui

segment cu lungimea de 10 m se folosesc 75 g de vopsea.



Triunghiul

UNITATEA 6

Exercitii recapitulative

1

Pe latura BC a triunghiului isoscel ABC (AB = AC) se considera punctele E si F,
astfel incat BE = CF. Demonstreaza ca triunghiul AEF este isoscel si EF || BC.

. Tn figura 1 sunt reprezentate triunghiul dreptunghic ABC (<A = 90°) si

triunghiurile echilaterale ABE si ACF. Demonstreaza ca CE = BF si triunghiul FEB e
isoscel.

Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC si perimetrul egal cu 48 cm si AD o indltime a
acestuia, BD =9 cm. Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor AB si, respectiv, AC.

a) Determina lungimea segmentului AD.
b) Demonstreaza ca AD L MN.

. In figura 2 este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC (<A = 90°). Punctele D si

M apartin dreptei BC, astfel incat AD L BC si BM = MC. Demonstreaza ca triunghiul
ACM e echilateral si calculeaza lungimea segmentului BC, stiind ca <DAM = 30° si
DM =3 cm.

. Punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC cu AB =10 cm $i AC =12 cm.

Paralela dusa prin | la dreapta BC intersecteaza laturile AB si ACin punctele E si,
respectiv, F. Determina perimetrul triunghiului AEF.

. Demonstreaza ca mijloacele laturilor unui triunghi echilateral sunt varfurile unui

triunghi echilateral.

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si D € BC, astfel incat AD L BC, punctele B si
C sunt simetrice fata de punctul D si AD =10 cm.

a) Demonstreaza ca BC =20 cm.
b) Determina masura unghiului ABC.

. Se considera triunghiul ABC cu <A = 90° si <C = 60°. AD este o inaltime a

triunghiului ABC. Determina valoarea fiecaruia dintre rapoartele E—E Si %

. In triunghiul ascutitunghic ABC, BD L AC (D € AC), CE L AB (E € AB) si punctul F

este mijlocul segmentului BC. Demonstreaza ca triunghiul FED este isoscel.

10. Fie ABC un triunghi isoscel cu <A = 135°. Tnaltimea din C a triunghiului ABC

1.

intersecteaza dreapta AB in punctul D, iar bisectoarele unghiurilor BAC si ADC se
intersecteaza in punctul E. Demonstreaza ca triunghiul AEC este isoscel si
BE = AE.

Unghiul A al triunghiului isoscel ABC are masura egala cu 120°. Punctele M si N
apartin dreptelor BC si, respectiv, AB, astfel incat AM si CN sunt inaltimi ale
triunghiului ABC. Demonstreaza ca triunghiul AMN este isoscel.

12. in figura 3 este reprezentat triunghiul echilateral ABC. Pe laturile triunghiului se

CF.
{N}

considera punctele D € AB, E € BC si F € AC, astfel incat AD = BE
Demonstreaza ca triunghiul MNP este echilateral, unde AE N BF = {M}, BF n CD
siCDNAE = {P}.

Figura 1

F

=

Figura 2

Figura 3
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UNITATEA 6 Evaluare

Timp de lucru: 40 de minute Se acorda 10 puncte din oficiu.
Subiectul I 40 puncte

15 puncte 1. Scrie litera corespunzatoare raspunsului corect pentru fiecare dintre enunturile de mai
jos. Este corectd o singurd varianta de raspuns.

(5p.) A.Dacd AABC = AMNP, <A = 55° si <P = 70°, atunci:
a) <A + <B = 105°; ¢) AABC este dreptunghicin A;
b) AMNP este isoscel; d) <N = 60°.
(5p.) B. Daca punctul M este mijlocul laturii AB a triunghiului echilateral ABC, atunci masura
unghiului AMC este egala cu:
a) 180°; b) 60°; c) 90°; d) 30°.
(5p.) C. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei este egala
cu 10 cm. Lungimea ipotenuzei este egala cu:
a) 10 cm; b) 5 cm; )20 cm; d) 15 cm.
20 puncte 2. Scrie pe foaie numai rezultatele.
(5p.) A. Masura unui unghi al unui triunghi echilateral este egala cu ... °
(5p.) B. in triunghiul ABC, <A = 90°, <B = 60° si BC = 12 cm. Lungimea segmentului AB este
egala cu ... cm.
(5p.) C. Lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor egale cu 12 cm si,
respectiv, 9 cm este egala cu ... cm.
(5p.) D. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are masura egala cu 110°. Celelalte unghiuri

ale triunghiului au masura egala cu ... °.

5 puncte 3. Scrie pe foaie litera corespunzatoare raspunsului corect.
Afirmatia ,Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt suplementare.” este:
a) adevarata; b) falsa.
Subiectul al ll-lea 50 puncte
Scrie rezolvdrile complete.

10 puncte 1. Determina masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca sunt direct proportionale
cu3, 4sib.

10 puncte 2. Fie un triunghi isoscel ABC. Pe paralela dusa prin punctul A la dreapta BC, de aceeasi
parte adreptei AB ca punctul C, se considera un punctE, astfel incat AE = BC. Demonstreaza
ca triunghiul AEC e isoscel.

30 puncte 3. Fie ABCun triunghi cu <A=90°, <C=30° siAB =5 cm. Punctul M este mijlocul segmentului
BC, punctul N este simetricul punctului M fata de dreapta AC si MN n AC = {E}.
(10 p.) A. Determina lungimea segmentului BC.
(10 p.) B. Calculeaza perimetrul triunghiului ABM.
(10 p.) C. Arata ca AN || BC.

Autoevaluare

Acorda pentru urmatoarele afirmatii o nota de la 5 la 1, pentru a-ti evalua parcursul de invatare din aceasta unitate.

LA SFARSITUL ACESTEI UNITATI: 5 foarte bine 4bine 3 mediu 2slab 1foarte slab

Pot sa construiesc triunghiuri cunoscand cazurile LUL, ULU, LLL.
Pot sa recunosc toate liniile importante intr-un triunghi.

Pot sa identific triunghiuri congruente si sa demonstrez
congruenta acestora.
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RECAPITULARE FINALA

Recapitulare finala

1. Se considera multimile A = {1,2,3}siB = {2, 3, 4}.
a) Scrie submultimile cu 2 elemente ale multimii A.
b) Scrie multimea partilor multimii B.
¢) Scrie doua submultimi nevide ale multimii A, X si Y, astfel incatXnY = @siXuyY = A.
d) Scrie doud submultimi nevide ale multimii A, X si Y, astfel incat XnY # @siXuyY = A.
e) Determina multimileAn B,AUB,A\ B,B\ A (A\B)uU(B\A).

2. Ordoneaza crescator numerele intregi a, b, ¢, d:
a =10-{-8)+[(-3) + (+5) - (-D] - (-9)} : (-2) + (-2);
b = (200 -20 +2):(-2) - (-200) : (+2) - (-20) : (-2) - (-2) : (+2);
€ = (-3)%:(-38) +(-3)2-33: 92+ [(-3)7]3: 27%
d={(15+3)-06-[(2-2) £]-3-35} .

3. Dintr-o clasa cu 25 de elevi, 16 elevi merg in tabara la munte, 20 de elevi
merg in tabara la mare, iar 2 elevi nu merg in nicio tabara.

a) Cati elevi merg in ambele tabere?
b) Cati elevi merg numai in tabara la munte?

4. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a)bxX-1=2X+T7; Ol4+2-BX-2]:3 = -4
b)3-(Q2X+2)-4-(X-6) = 3X+31; d)15-2xl = 7.
5. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
4 _ 1, D) .y-o.1 - 1. - 4X =
a)2,3-x—§-6, b)<3) X-2-g 6 C)2-4X = 5.
6. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:
a)7-2X < 3; o) (2+3x)(-2)+4 2 0
b)2-3-(4+X) > 4-5X; d)3-2-1x1 2 -3.
7. Raportul numerelor x si y este % Determina rapoartele:
X+y, Y. y-X 2X. 2X+ 5y
a) y [ b) Xl C) X ? d) 3yy e) 3x_2y'

8. Un bazin poate fi umplut de doua robinete cu acelasi debit in 6 ore. Cate robinete trebuie deschise simultan
pentru a umple bazinul in 3 ore?

9. In200 g de solutie de sare cu concentratia 25% se adauga 50 g de apa. Care e concentratia solutiei obtinute?

10. Un lot de pamant cu suprafata egala cu 30 000 m? se imparte in trei parcele ale caror suprafete sunt direct
proportionale cu 2,5; 3 si 4,5. Determina suprafata fiecareia dintre cele trei parcele.

11. La un concurs de atletism au fost oferite premii in valoare de 4 500 euro ocupantilor locurilor I, I, Il si IV.
Stiind cd sumele primite de castigatorii locurilor I, II, 1l si IV sunt invers proportionale cu 0,1(6); 0,2; 0,25 si
0,(3), determina valoarea premiului aferent fiecaruia dintre locurile castigatoare.

12. Intr-o tabdrd sunt 240 de copii. Dintre acestia 60% sunt fete. Cati baieti ar trebui sa mai vind in tabara
pentru ca numarul acestora sa fie cu 20 mai mic decat numarul fetelor?
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RECAPITULARE FINALA

13. Dupa o reducere cu 15%, pretul unui hanorac s-a micsorat cu 30 de lei.

a) Determina pretul hanoracului inainte si dupa reducere.

b) Cu ce procent ar fi trebuit sa fie redus pretul astfel incat, dupa reducere, hanoracul sa coste 140 de lei?

12

14. Se considera multimile A = {nlneN,WeN},B = {nlneN 2 eN},

eN}§iD = {nlneN 5"+76N}.

C= {nlneN

3n+2
"n+2

2n +1

"4n + 2

Determina elementele multimilor A, B,C,D,AUB,CnB,C\D,(AnC)uD,(B~A)nC.

Figura1

Figura 2
A
M N
B C
Figura 3
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15.

16.

17.

18.

19.

in figura 1 sunt reprezentate punctele O, A, B, C si D, astfel incat OA L OB,
<BOC = 30°, <AOD = 135° si punctele C si D sunt situate de aceeasi parte a
dreptei OB.

a) Determina masura unghiului DOC.

b) Demonstreaza ca semidreapta OD si bisectoarea unghiului AOB sunt
semidrepte opuse.

¢) Determina masura unghiului MON, unde semidreapta ON este bisectoarea
unghiului BOC, iar semidreapta OM este bisectoarea unghiului AOD.

Pe un cerc cu centrul in punctul O si raza egala cu 2,5 cm se considera punctele
A'si B, astfel incat masura arcului AB sa fie egala cu 30°. Determina distanta de
la punctul A la dreapta OB.

in figura 2 e reprezentat un cerc cu centrul in punctul O si punctele A, B, Csi D
ce apartin acestui cerc, astfel incat punctele A si B sunt diametral opuse,
AD = 100° si «COD = 20°. Demonstreaza ca:

a) AC = DB; b) AD = BC; c) CD || AB.

Pe laturile AB, BC si AC ale triunghiului echilateral ABC se considera punctele M,
N si, respectiv, P, astfel incat AM = BN = CP. Determina masurile unghiurilor
triunghiului MNP.

Fie ABC un triunghi isoscel cu <BAC = 120°. Mediatoarele segmentelor AB si AC
intersecteaza latura BCin punctele M si, respectiv, N. Demonstreaza ca triunghiul
AMN este echilateral.

. In figura 3 e reprezentat triunghiul isoscel ABC (AB = AC). Punctele M si N apartin

laturilor AB si, respectiv, AC, asfel incat BM = CN, BM n CN = {P}. Demonstreaza ca:
a) BN = CM; b) PM = PN; ¢) AP L BC; d) MN || BC.

. Fie O mijlocul ipotenuzei triunghiului dreptunghic ABC (<A = 90°). Punctul D

este simetricul punctului A fata de punctul 0. Demonstreaza ca:
a) triunghiul DOC este isoscel; b) CD || AB.



INDICATII SI RASPUNSURI

Unitatea 1. Lectia 1. 14.a) F; b) A; c) A;d) F; e) F; f) A.16.A = {a, b,c, e, L, u, 1, t}; B={ba, ca, la, u, re, at}. 17. A = {1, 2, 3, 6},
B = {15, 24, 33, 42, 51}, C = {118, 124, 142, 181, 214, 222, 241, 412, 421, 811}, D = {2, 4, 6, 8, 12, 24}, E = {15, 30, 45, 60, 75, 90}.
Lectia2.12.x=8,y=2,z=3,t=5.13.a) Submultimile pot avea 2, 3 sau 5 elemente; b) {2}, {3},{5}, {2, 3}, {2, 5}, {3, 5},
{2,3,5}. 15.a) A ={16, 25, 34, 43, 52, 61}. 16. {1, 5, 7}, {3, 10}. 18. b) 13; c) 98. f) Ultima cifra a unui numar din multimea A
e 3 sau 8. Lect'ia 3. 3. a) 50; b) 49; c) 27; d) 7; e) 2024; f) 26; g) 33; h) 7; i) 6; j) 2'°. 6. a) cardB = 8, cardC = 9. Leci;ia 4,
6.A=1{0,2,4 6},B={46,8,10,12}.7.A={a, b, c}, B={a, c,d}sauA={a, b, ¢, d}, B={q, c}. 9. 0. 11. a) 10; b) 2; c) 12; d) 4.
12.10.13.a) 1326; ¢) C={3, 4, 5, 6, ..., 35, 36%; D = {0, 1, 2, 37, 38, 39, .., 50,51}. 1. X ={3-0, 3-1, 3-2, 3-3, .., 3" 33},
Y={6-0+1,6:1+1,6-2+1,..,6-16+1}a) cardX = 34, cardY = 17, card(X n Y) = 0; b) 1683; c) 833. Lectia 5. 3. ¢) card D,; = &
cardD,g = 6, card Dy = 3, cardD38 =4, cardDy = 8, cardDg, = 5, card D, = &4, card D,y = 3, card Dy, = 4, cardD63 6, card Dy, = 12
6.aym=4,n=2b)m=2,n=3,p=2¢c)m=2,n=1,p=1d)m=2,n=2,p=1.7.¢)x=32-5-7,y=5%-7,2=3-5-7%
X-y-z=33-5%-7%;d)x=2"y=367=2-54x-y-z=2"-36.5¢% Lectia 6. 9. ab e {16, 32, 64,80} 10. x € {5, 10, 15, 30,
45,90}.12.7930. 13. 2424, 14. a)a=34b=238saua=102, b=170;b)a=15b=90saua=30,b =45 c¢c)a=28,b=2812
sau a=196, b = 644 sau a =308, b =532saua =364 b=476;d)a=7b=105saua=21,b=3515.a)a=2,b=252sau
a=4 b=126saua=14,b=36saua=18,b=28b)a=12,b=72saua=24b=36;¢)a=17,b=255saua=51b = 85.
16. 24.17. 7. 18. 23, 69. 19. 5, 7, 35. 20. 77, 91, 143, 1001. 21. 24. 22. 36. 23. 373. 24. 1360. 25. 195. 26. 1052. 27. 6 placute,
576 cmZ. 28. 900. 29. 301. Lectia 7. 3.a) 0; b) 0; ¢) 0. 4 A = {1, 55 B={1,7}; C={1, 3,5 15} D = {1, 2, 4, 5, 10, 20}.
10.a)1,2,3,6;b)1,2,3,4,6,8,12,24;¢)1,7;d)1,3,9; €)1,3,7,21.11.e) Daca (a, b) = d, atunci d | 2(3n + 5) - 3(2n + 3). Rezulta
ca d = 1. Ex. recapitulative. 2. A = {0, 2, 4, 8}, B = {4, 6, 8, 10, 12}. 3. cardA = 13, cardB = 12, cardD = 8, card(A n B) = 11,
cardAnBn ) =3, card(A \ B) =2, card(D n C) = 2. 4. 90. 6. 439. 7. 427. 8. 60 paralelipipede, 216 dm?. 9. 39. 10. a) a = 30,
b =300 sau a = 60, b =270 sau a = 90, b = 240 sau a = 120, b = 210 sau a = 150, b = 180; b) a = 12, b = 420 sau a = 60,
b=84¢c)a=13,b=39;d)a=7, b=420saua=21,b=140sau a=28,b=105saua=35b=28412.a)A={1,13};
b)A={1,3,7,21}. 14. ab e {14, 20, 26, 32, 38, 44, 50, 56, 62, 68, 74, 80, 86, 92, 98}.

Unitatea 2. Lectia 1. 9. a) 1562,5 lei; b) 812,5 lei; €) 1237,5 lei; d) 1800 lei; 10. 1176. 12. a) 0,(6); b) 0,25; c) 2.13. a) 2; b) 1,3;
€) 1,2. 15. @) 440 km; b) 5 h si 52 min. 16. 60 km. 17. 84 m. 18. 1:3000000. 19. 12,5%. 20. 12%. 21. 0,875. 22. 0,750.

Lectia 2. 4.10. 5. a) 5; b) 3; ¢) 6; d) 30; e) 20; f) 10; g) 4; h) 0,08; i)1-j)1- k) 27: 1) 3. 6. & lei. 7. 154 cm. 8. 35. 9. 20. 10. 12 sau

8% 11.5.14. 12, 21, 24, 42, 36, 63, 48, 84.15. 9 ¢. 16. 10,5 kg. Lectia 3. 6.05.7.2) % b)l,c)6,d)11 &)%) 7.9.5.
10.6 lei, 32 lei. 11.16.12.2) 3, b) 2 ) 5, d) 2. 13.2) 3, b) 7, ©) 3,25, d) 12. 1. @) x= 3,y = 2, b) x =15,y = 21;,0) x = 10,y = 14

15.a) x =5,y =4 b)x=15y=12,¢)x=10,y = 8.16. 120 g. Lectia 4.2.a = 9, b = 7. 3. 600 g piscoturi, 900 g branza dulce/

mascarpone, 9 galbenusuri, 300 g zahar, 6 cescute cafea, 3 lingurite cacao. 4. 24 kg var, 72 kg nisip, 12 kg ciment. 6. g

5.8.x=10,5;y=24,5;2=28.9.x=25,y=30,z=35.12.|)a=12,b=16,c=22;||)a=12,b=30,c-18.
13.a)x =18,y =27,2=63; b) x =10,y = 20, z = 30. Lectia5 2.a) Da; b) Da; ¢) Da; d) Nu. 3. 2730 lei. 4. 17. 5. 245 lei, 315 lei,
350 lei. 6.33,6 euro.7.2.8.a =10, b-259a 35b 5 100 63,b=77,c= 105 11. 950 lei, 1710 lei, 1330 lei. 12. 35, 63.

13. 10, 15, 35. 14. 68, 119, 170. 15. @) 1> 12 b) “, )122 d) ~ ) 5 16.a) B3 L )29, )— 17. 519. 18. 12, 24, 36, 48.

Lectia 6.5. 12 zile, 96 zile. 6. 120 km/h. 7. a = 15, b = 40. 8.a = 8, b—12 9. a—15 b=9.10. x 15; y-12 z =24, 1. 360,
288, 240.12.a = 42, b = 18, = 14.13. 110 Lei, 99 lei, 100 lei, 88 lei. 14. 2) >3; b) 18; ) 5 d) 3 €) £. 15.2) s b) 25; ) 2.
Lectia 7. 1. 44. 2. 30 ore. 3. a) 15; b) 27,50 lei. 4. 11 kg. 5. 640. 6. 258 g. 7. 60. 8. 3 ore $i 20 de mmute 9.120.10.7 hsi 12
min; 2 min. 11. 1200. 12. 16. 13. 120. 14. 432 L. Lectla8 1. 30% 2. a)70 b) 25%, c) 890. 3. 1411,2 lei. 6. ¢) 48% e)744 7 32.

2 5
Lect|a91 —2a)27, )—3§4—.5.§.6.§.7.ES %9 %10 a)36,b)9,c)36,d) =1, a)16, )16, ) & 1273

1. 5 14, % 15. 3 . 16.16 mere verzi, 32 mere rosii. 17 15. 18. 15. Ex. recapitulative. 1. a) 0,8; b) 0,2; c) 0,(3), d) 0,4;
e) 0,875.2.a) 2,7; b)3 c) 396; d) 150. 3. 624 lei. 4. 55 225 5. ) 25; b) 88%; c) 6,88. 6. a) 25; b) 30; c) 5; d) 5; e) 8; f) 13.
7.28.8.3.9.315 1ei. 10. 2, 2; 11,22 11, un pix costa 4 lei, un stilou costa 14 lei. 12. ) 1,5; b) 2. 13. ) x = 108;
y =72;b) X = 6; Y = 4. 14. 480 000 €, 360 000 €, 160 000 €. 15. 7 zile, 63 zile. 16. 36; 72; 90; 126. 17. 238; 357; 595; 833.

18. 3—3 19.10,8 cm.

Unitatea 3. Lect,ia 1.13.me {-3, -2}, ne {O, 1, 2L 1. b)me {-3, -2,-1,0, 11.16.a)AnNN = {1, 2,4, 7}, A\N = {-5, -3, -2}

An(Z\ N) = {-5, -3, -2}; d) B = {-5, -3, -2}, C-= {1, 2, 4, 7}, D = {-5, -3, -2}, E = {-2, 1, 2}, F={ 5 -3, -2, 2, 4, 7.
Lectia 2. 7. a) -10 sau -15 sau -20 sau -25 sau -30; b) 21 sau 15 sau 9 sau 3 sau -3 sau -9. 10. -5. 13. a) X € { , 4},
ye {1313}, x+ye{-17,-9,9, 17 b)x € {-5 5, ye{-2-1,0, 1,2}, x+y €{-7, -6, -5, -4, -3, 3, 4, 5, 6 7.
Lec;ia 6.8.1=(-2) &4 =(-2) -8 =(-2)3, -128 = (-2), -2 = (- 2), 64 = (-2), 210 = (- 2)10, -25 = (-2)5, (-23)'0 = (-2)3,
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(=232 = (-2)%.9.1=5° 125 = 53 (- 5)* = 5% (52)3 = 5, [(- 5)2]° = 5, 5 = 57 [(- 5)*]* = 5. 10. @) 2; b) (- 2)%; ) 3%; d) 57,
e) (- 3); f) 32% g) (- 5)6; h) 2%; i) 5% j) (- D)% k) 52 1) 4% m) (- 2)% n) 10% o) (- 2)C. 11. &) 235 b) 3% ¢) 2%; d) 36
e) (- 5)7; f) (- 5, g) 10% h) 10%; i) 2° j) 4% k) 43 1) 5% m) 3% n) 2°°. Lectia 8.8.a) x = -T; b) x = 9; ) x = 1, d) X = &
e) nu are solutie in Z; f) x = 13;8) x =2; h) x =7, i) x=13.9. @) x = -1, b) x =2, ) x = 5; d) x = 3; €) X = -3; f) X = -6; 8) X = 0;
h) x = -4.10. a) x € {-3, 3}; b) x € {-9, -1}; ¢) nu are solutii in Z; d) x € {-5, 13}; €) x € {-3, 4}; f) x € {-8, 8}; 8) x € {0, 4};
h)xe{2,4.1M.A=B={2}.12.A\B={-1,0,2}.13.A={-1,4},B={-11.14.A={3}, B={-1,AnB=@.15.b)a=0;c)a = 1.
16.x=3.17.2)A={0};b)A={0,1,2,4,10};c) A={1,2,3,8};d) A={0,3,8}.18.a) A= {5}; b) A={0}; ) A={0,2}; d) A = {0, 2};
e)A={1,4;f)A={1,4}.19.a)x=-3,yeZsaux € Z,y=-4b)x=4y=-2saux=1,y=5saux =6,y =10 sau x = -1,
y=3saux=3,y=1saux=8,y=6saux=7y=7saux=2y=2 Lectia9.6.a)x €{..,-3,-2, -1, b)x €{6,7, 8, ..};
xe{.012;dxe{456.}5e)xe{-2-10,.};f)xe{1819,20,..}; 8 x € {.., -2, -1, 0}; h) x € {..., 2, 3, &};
i)xe{.,7,809.7.a)xe{-9-8,-7 . );b)xe{-5-4-3, ..} c)xe{-2-10,.}d) xe{..,-2-10}.L8.a) xe{3 -2
-1,0,1,2,35b)x €{-1,0,1}; ¢) nuare solutiiinZ;d) x=0; &) x € {-3,-2,-1,0,1,2,3}; f) nuare solutiiin Z; g) x € {-2
-1,0,1,2}; h) x € {-2,-1, 0,1, 2}. Lectia 10. 1. 92. 2. 12. 3. 30. 4. -21. 5. Orice nr. intreg mai mic decat -22. 6. Orice nr. intreg
mai mic decat -3. 7. Orice nr. intreg mai mare sau egal decat decat 23. 8. 145, 146, 147. 9. 246, 248. 10. 123, 125, 127, 129.
11.0,1,2sau 1,2,3sau 2,3, 4sau 3,4 5sau 4,5, 6. 12. 33, 34, 35, 36, 37. 13. 123. 14. -10. 15. 168. 16. 24 sau -16. 17. Oricare
nr. intreg din multimea {..., =17, =16, -15}. 18. a) 15°; b) 144°; ) 60°; d) 55°; €) 57°. 19. 24 de carti. 20. 5 kg, 15 kg. 21. 20 de
copii. 22. 40 de persoane. 23. 23 kg. 24. 2 ani. 25. 7 ani. 26. 4 ani. 27. 4 ani. 28. 6 lei. 29. 19. 30. 7. 31. 7 calatori. 32. 27 de
probleme. 33. 22, 23, 24 sau 25 de lovituri. Ex. recapitulative. 5. B = {-7,-2, -1}, C={3, 4, 8,10}, D ={-7,-2, -1}, E={ -2, -1},
F={72810L6.a)x=3;b)x=4¢c)x=2d)x=-T;e)x=1f)x=-2.7a)xe (56,7 .} b)xe{3-2-1.}
oxe{-8-7,-6.}5dxe{0,12.}e)xe{0,1,2 .} f)xei., -3 -2 -1.8.-3.9.9 lei. 10. a) 40 ani; b) 16 ani;
¢) 5 ani. 11. 114 kg. 12. 159. 13. 64 de pagini.

Unitatea 4. Lectia 1.19.8= (6,2, C= {2 8 6,222} 0= {32 -03- 222} e= {-3 ). 20.a)2,

’ 1 157 5178
b)151.21.a) n € {1,2,3,6;;b) n € {0, 2, 4 14}, ) n € 0,3},d)ne 1,2 e n=0;,f)ne{2 8;8ne{lds.
(

Lectia 5. 10. a) 1 = 2 4 = 22'; 23 =25 _2)8=28’[ _%)‘3] = 2-12,(-22)10 = 220 (-23)2 = 2-6, [( >:|—26,
o1=(3'3- Q)= e =) (), 0 030 30003
058 0) 300 ) (2) - 0) oo () o ()

270 () 9 (8) 10570 () W) D(0) "o o facoracimasan

c)l;d)O,Z;e)8.6.a)a=—%> 1'b)a--%> -1; c)a-3%>0 d)a-= g7o>2 Lect|a78a)x-—— b)x-—c)x-%
d)x=1;e)x=%;f)x=%;g)x-—r h)x-ﬁ|)x-15,j)x=—;k)x=—'l)x=—§ 9.a)a=—8,b)a-35,c)a- 257;

d)a-—£.10.A=B={ g} nAnB={%}2.a08={-3-3}.13.4= {1} B={1} AnB-0. Lectias.1.-108.
30

2.-7-.3. —§ .4.97,5.5.-4,8 sau 7,2. 6. 6,85 lei. 7. 3 kg. 8. 19 persoane. 9. a) 36 ani; b) 6 ani. 10. 5,3 lei. 11. 15 m%. 12.5,2%.
13. 500 car’;l 14. 12 probleme 15. 105 lei. 16. a) 65,6 lei;b) 82 lei; €) 20%. 17 a) 420 75 lei; b) 25%. 18 27825 kg
Ex.recapitulative7a)a———b-—b>a b)a = —,b-—§a>b'c)a —b- a>b 8. a)x— b)x-—

10’ 16' 33
C)x = % d)x = 12, e)x = ,f)x =2,5. 9. 4,045. 10. 37 11.3.12. i 13.2. 14, -2 say § 15. 22,5 km. 16. 294 pagini.
17.19,9 lei. 18. a) 120 4 lei; b) 90,3 lei; €) 20%.

12
Unitatea 5. Lectia 1. 2. @) 15°; b) 76°15’; ¢) 52°; d) 6°51". 3. @) 142°; b) 45°; c) 105°47’; d) 61°40". 4. a) 45°; b) 90°.
8. <BOC = 27°, <AOB = <COD = 153°. 9. <AOD = <COB = 64°45’, <AOC = 115°15". 10. 75°20’, 104°40’, 104°40’. 11. 84°.
12. 47°30'. 13. a) 80°, 80°, 100°, 100°; b) 50°, 50°, 130°, 130°. 15. @) 90°; b) 72°; ¢) 60°. 17. 75°. 18. 47°30’. 19. a) 36°35,
126°35'; b) 19°45’; €) 146°20’. 20. <AOB = 60°, <BOD = 120°, <EOB = 150°. 21. a) 30°; b) 67°30"; c) 30°; d) 82°30". 22. a) 45°;
b) 144°; ) 55°; d) 155°. 23. @) 62°, 28°; b) 107°, 73°. 24. <MOP = <QON = 120°, <PON = «MOQ = 60°. 25. <AOB = <COD = 49°20’,
<BOC = <A0D = 130°40". 26. <BOC = 132°30’, <AOC = 107°30’. 27. <AOB = <BOC = <COD = 29°, «DOE = 174°, <AOE = 99°.
Lectia 2.7. a) 39°; b) 24°30’; ¢) 172°. 8. a) 92°; b) 96°45’; ¢) 30°; d) 50°; €) 57°. 9. <ACB = <ACD = 60°, A € Int(<BCD).
10. <AOM =38°, <AOB = 104°. 11. 22°.12. <EOD = 90°, <COD = 52°, «EOB = 142°, <AOD = 128°. 13. <AOM = 21°, <BON = 21°,
<CON =159°. 14.a) 45°; b) 90°. 15. a) 116°; b) 44°. 17. @) 125°27’; b) 18°33'. 18. a) <AOC = 180°, «BOC = 126°; b) <AOC = 72°.
19. a) 90°; b) 26°. 20. a) 5°10"; b) <AOC = 180°. 21. <ACB = 66°, <ACD = 132°, «DCE = 48°, <ECB = 114°. 22. <AOM = <BON.
Daca OP e bisectoarea < MON, atunci <MOP = <PON =20° si <AOP = <BOP =35°. 23. <MON =180°. 24. 61°. 25. <AOB =73°,
<BOC = 89°. 26. <ABC = 72°, <CBD = 96°. 27. 17°, 68°. Lectia 3. 11. x = 130°, y = 125°, 2 = 89°, t = 137°, w = 98°, p = 88°.
12. <ADC = 45°, «BCD = 135°. 13. <CAB = 100°, <ACD = 65°. 14. a) 40°; b) 70°; ) 119°. 17. b) <ANM = <ABC, <AMN = <ACB
(corespondente). 18. a) 54°; b) <BAC = <ACD (alterne interne) = <BAC = 63°. 19. <EBC + <«BCD = 180°=EB || CD.
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20. <AOB = <AO’'C (corespondente) = <AOM = <AO'N. 22. <ABC = <BCD (alterne interne) = <MBC = <BCN.

Lectia 4. 25. <MON = 90° + <QON = <P0Q. 26. <MON = ZA28 . 2BOC - 99o 38,5 cm. 29. c) <AOC = 60°, <AOD = 120°.

30. a) <DOB = 160°, <AOF = 110°, <EOF = 20°, <EOD = 40°; b) «DOB = 20°, <AOF = 110°, <EOF = 20°, <EOD = 140°.
Lectia 5.1. 10. ¢) <AOB = 180°, <BOC = 120°, <AOD = 150°. 11. @) 90°; b) 72°. 12. a) 30°; b) <COB = 180°. 13. 180°.
14. <BOC =180°. 15. 60°. 16. 50°. 18. a) <AOB = 60°, <COE = 120°; b) <AOD =180°; ¢) <«BOE =180°.19. a) 80°; b) 6 cm;
¢) CM =10°, AM = 90°, MN = 6 cm. 21. 12 cm. 22. @) 2 cm; b) 70°. 23. 40°. 24. a) AB = 60°, masura arcului mare BC e 280°;
b) <BOD = 180°. Lectia 5.2. 6. MN < ry+ 1, r, = AM, r, = AN. 7. AB =r, +r,= AM + BN. 8. 2,8 cm. 9. 5 cm. 10. 15 m.
Ex. recapitulative. 2. 33°.3. 128°. 4. <AOB = 50°, <AOC = 112°. 5. a) <AOC = 118°; b) <AOC = 34°. 6. BD = 127°, <ECO = 53°.
7.a) 67°30"; b) 45°; €) 33°45'. 8. 48°, 72°, 96°, 144°.9.72°, 96°. 10. 160°. 11. a) 170°; b) 82°.

Unitatea 6. Lectia 1. 5. a) 70°; b) 65°; ) 104°36’; d) 72°45". 6. ) 19 cm; b) 19,5 cm; ¢) 63 cm; d) 42 cm. 12. 90°, 33°, 57°.
13. 35°, 100°. 14. 82°, 28°, 70°. 16. 40°, 60°, 80°. 17. 48°, 60°, 72°. 18. 16,5 cm. 19. <ACB = 40°, <ABC = 70°. 20. <B = 60°,
<C =30°.21.a)59°, 60°, 61°; b) 58°, 60°, 62°. Lectia 3.9.a) 6 cm; b) 9 cm; c) 9 cm; d) 1,15 cm; e) 10 cm; f) 12 cm. 11. @) 50°;
b) 39°36’; ¢) 73°12’; d) 12°30’; e) 30°; f) <A = 56°,<B = 48°26/,<C = 75°34’. 12. <BAC = 16°,<BAI = 8°. 13. <ABI = 32°30’,
<IAC = 39°, <ICB = 18°30’, <BIC = 129°, <«BIA = 108°30’, <AIC = 122°30". 14. a) 129°30’; b) 141°20’; c) 32°; d) <P = 20°,
<N =80°, <M = 80°. 15. <M = 46°,<P = 56°, <N = 78°. 17. <A = <«C = 55°, <B = 70°. 18.a) BM || AN, BM L AC; b) <NAB = 27°,
<ACH =27°.19. A e ortocentrul triunghiului OMN. 20. <ABM = 10°, <BMC = 90°, <ANC = 90°, <BPC = 90°, <NAC = 30°,
<NCH =50°, <AHB = 120°, <MHC = 80°. 21. <BAG = 55°, <HBG = 65°, <ECH =30°, <BHC = 60°, <HAE = 65°, <FAC = 60°.
22. P e centrul de greutate al triunghiului ABN. Lectia 4.1. 3. <F = 40°, <E = 52°, <D = 88°. 5. <P = 73°24/, <N = 27°48/,
<E = <U =78°48. 6. RU =2 cm, RP = 4 ¢cm, UP = 5 ¢cm. 8. 41,75 cm. 11. triunghi isoscel. 12. triunghi echilateral.
13.a) AADM = ACBN; b) AADB = AAEC; ¢) AABC = ADCE; d) AEAD = ACAB, AEAB = ACAD; e) AMNQ = APNQ; f) ARSQ = AQPR;
g) AABD = AACD; h) AMNQ = APNQ. 14. BC = AC, BD = AD, CD = CD. 15. OM = ON, <MOS = <SON, 0S = 0S.
16. <EBC = <«DCB, BC = BC, <ECB = «DBC. 17. <BAC = <NMP, AB = MN, <ABC = <MNP. 18. AO = OB, AO’ = BO’, 00'= 00.
19. <BAC = <MCA, AC = AC, <ACB = <MAC (alterne interne). 20. a) AM = MC, <AMD = <BMC, MD = BM; b) AM = MC,
<AMB = <DMC, BM = DM. 21. OA = 0B, <AOB = <BOC, OB = OC. Lec;ia 4.2.3.BM = MC, <NBM = <PCM (IU). 4. OB = OB,
<AOB = <BOC (IU). 5. AB = AN, AC = AM (CC). 6. OA = 0B, OM = ON (CC). 7. AD = AD, AB = AC (IC). 8. AB = AC,
<BAB' = <CAC’ (IU). 9. OA = OA, OM = OM (CC). Lec;ia 5. 1. AOAM = AOBM (IC). 2. AACB = ADCB (LUL).
3. AACM = ABDN (IU), ADNC = ACMD (CC). 4. AABD = ACBD (LUL). 5. AOAM = AOBM (LUL). 6. AAMB = AANC (LUL).
7. AAOB = ACOD. 8. a) ABAM = ACAM (LLL); b) AANM = AAPM (LUL) 9. AAMC = AANB (LUL). 10. a) AAOD = ABOC (LUL);
b) AAOC = ABOD (LUL) = <ACO = <BDO. 11. Fie {P} = OM n AB si {Q} = ON n AC. a) ABOP = ABMP (CC); b) ACOQ = ACNQ
(CC); €) AAPM = AAPO (CC), AAOQ = AANQ (CC). 12. a) AAB'M = AA'BM (LUL); b) AAMB = AA'MB’ (LUL) = <MAB = <MA' B'.
14, Fie {M} = AA' N d§i {N}=BB' n d. AAMN = AA'MN (CC) = AN = A'N, <ANM = <A'NM = <ANB = <A'NB’. AABN = AA'B'N
(LUL), AABB' = AA'B'B (LUL). 15. a) AABD = AACD (LLL); b) AABD = AACD = <ADB = <ADC. 16. ANRP = ANQP,
AMRP = AMQP (LUL) = MR = MQ. Lect'la 6. 1. 35°, 110° Sau 72°30’, 72°30'. 2. 37°30’, 37°30". 3. 40°, 40°,100° sau 30°,
75°,75°. 4. 20 cm. 5. 8 km, 8 km. 6. 2 triunghiuri, cu lungimile laturilor: 7 ¢cm, 7 cm, 9 ¢cm sau 7 cm, 8 ¢cm, 8 cm. 10. 110°.
11. AABD = AACE (LUL). 13. ABDA = ACEA (ULU). 14. AANC = AAMB (CU). 15. ADNM = ADPM (LLL). 16. AABN = AACM (LUL) =
<ABN = <ACM. Cum <ABC = <ACB, obt,inem <NBC = <MCB = APBC e isoscel cu PB = PC. AAPB = AAPC (LLL) =
<BAP = <CAP = AP e bisectoarea unghiului BAC. 17. a) 45°; b) 45°. 18. a) AAMD = AAND (IC) = <MAD = <NAD;
b) AMBD = ANCD (IU). 19. 7 cm. 20. <BEF = <ABE (EF || AB) si <EBF = <ABE (BE e bisectoarea unghiului ABC).
<EFC = <ABC (EF || AB) §i <ABC = <ACB (AABC e isoscel). 22. a) ABDC = ACEB (LUL) = <BCD = <CBE; b) AABP = AACP
(LLL). 24. DA e mediatoarea segmentului BC = DB = DC. (B e mediatoarea segmentului AD = CA = CD. Py, = 16 cm
25. Fie {N} = BD n AC,{M} = CE n AB. a) AAND = ACNB (LUL) = <ADN = <NBC = AD || BC; b) AAME = ABMC (LUL) =
<AEM = <MCB = AE || BC. Lec1,:ia 7.4.9 cm. 5. 48 cm. 7. AANP = ABMN = ACPM. 8. <BEF = <BCA = 60° (unghiuri
corespondente), <EBF = 60°. 9. a) BC si AB sunt mediatoarele segmentelor AA, respectiv, CC'= BA = BA, CA = CA,
AC = AC, BC = BC'. AABC echilateral, deci triunghiurile AC'B si ABC sunt echilaterale, de unde rezulta ca <A'BC = <ABC' = 60°
si <A'BC’ = 180°; b) 30 cm. 10. CH, AH, BH sunt mediatoarele segmentelor AB, BC si, respectiv, AC = AHAB,
AHBC, AHAC sunt isoscele. 11. ANBC = AMAB = APCA (LLL), AMBN = APAM = ANCP (LUL). 12. BC e mediatoarea segmentului
AM = CA = CM, BA = BM. Cum AABC e echilateral, obtinem MC = BM = BC. Lectia 8. 1. 22°. 2. 90°, 38°, 52°. 3. 18°, 72°,
90°. 4. 90°, 18°, 72° sau 90°, 15°, 75°. 5. 20°, 70°. 6. 24 cm. 7. 8 cm. 10. 39 cm. 11. 27 cm. 13. 40 cm. 17. 24 cm. 18. 6 cm.
19. 54 cm. 20. 70 m. 21. 60 cm. 22. 3 cm. 23. 600 m, 750 m. 24. 60. 26. 465 g. Ex. recapitulative. 2. AEAC = ABAF (LUL),
AFAE = AFAB (LUL). 3. a) 12 cm; b) AAMN e isoscel si AD e bisectoarea unghiului MAN. 5. AEBI, AFIC sunt isoscele cu
El = BE, IF = FC. Py, = 22 cm. 7. @) AABC e dreptunghic isoscel, BC = 2AD = 20 cm; b) 45°. 8. Tn AACD, <D = 90°, <A =30°=

(D= '%C In AABC, <A =90°, <B=30° = AC= B—C . Atunci % =0,255si /EE =1,5.9. DE si EF sunt medianele corespunzatoare
ipotenuzei n triunghiurile dreptunghice BDC si CEB. 11. In AAMC, <M = 90°, <C = 30° = AM = E In AANC, <N =90°,

<c=30°:>AN=%.
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SUGESTII DE FISE PENTRU OBSERVAREA SISTEMATICA A ACTIVITATII
SI A COMPORTAMENTULUI ELEVILOR

Fl$i\ DE OBSERVARE A ACT IVITI\'!'II INDIVIDUALE

Indicator Frecvent Rar Deloc
Foloseste corect termenii specifici disciplinei.
Este implicat in indeplinirea sarcinilor de lucru.
Exprimare sociala si emotionala adecvata.
Are o atitudine adecvata fata de ceilalti colegi.
FISA DE OBSERVARE A ACTIVITATII GRUPULUI
Indicator Frecvent Rar Deloc

Fiecare membru al grupului este implicat in rezolvarea sarcinii.

Elevii formuleaza idei clare si usor de inteles de catre ceilalti.

Toate ideile propuse sunt luate in considerare.

Elevii se sprijina si se incurajeaza pentru a fi productivi si creativi.

Rezultatul activitatii de grup este relevant si prezentat intr-o
maniera care faciliteaza intelegerea.

Elevii urmaresc cu atentie prezentarile celorlalte grupuri.

Elevii acorda feedback colegilor.

ETAPELE REALIZARII UNUI PORTOFOLIU

ETAPELE REALIZARII UNUI PROIECT

1. Stabileste cateva obiective si imparte
sarcinile in pasi mai mici. pasi mai mici.
2. Cauta pe internet sau in diverse

publicatii informatiile de care ai nevoie.
Foloseste doar surse de incredere.

3. indeplineste, in ordine, obiectivele prezentare.
stabilite. Vei realiza astfel o prezentare. Fii
creativ! Poti include imagini sau ilustratii.
4. Prezinta proiectul in fata clasei. intr-un dosar.

1. Stabileste o tema si alege un titlu
adecvat pentru fisa de portofoliu.
2. Realizeaza un plan. imparte sarcinile in

3. Cauta pe internet sau in diverse
publicatii informatiile de care ai nevoie.
4. Folosind aceste informatii, realizeaza o

5. Prezinta fisa in fata clasei.
6. Pastreaza toate fisele create de tine

ETAPELE REALIZARII UNEI INVESTIGATII

care sa notezi informatiile gasite.
3. Prezinta in fata clasei rezultatele investigatiei.

1. Aduna informatiile de care ai nevoie. Poti folosi internetul sau poti studia carti la biblioteca.
2. Prelucreaza informatiile si realizeaza prezentarea. Realizeaza o diagrama sau un tabel in







UNITATEA 1 — Multimi. Multimea numerelor naturale
UNITATEA 2 - Rapoarte, proportii

UNITATEA 3 — Multimea numerelor intregi
UNITATEA 4 — Multimea numerelor rationale
UNITATEA 5 — Notiuni geometrice fundamentale
UNITATEA 6 — Triunghiul
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